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轴向冲击载荷作用下直杆弹性动态屈曲的研究

魏 勇 朱兆祥 李永池

�中国科学技术 大学 �

提要 本文利用 分又的概念
,

从应力波理论 出发
,

把轴向冲击载荷作用下直杆

的弹性动态压曲问题化为特征值 问题
,

从而导 出直杆 动态层曲的临界分又准则
�

同

时
,

’

本文对一端固支直杆受轴向冲击 时的弹性庆曲 问题进行 了实验研完
,
测到 的临

界屈 曲时间和理论预计位基本符合
,

证实了理论模型的合理性
�

理论和实验两方 面

的结果都表明
,

直杆受轴向冲击载荷作 �� 时 的屈 曲现 象发生 在波动过程的前期
,

因

此在处理这类 问题时考虑波动效应是必要的
�

关键词 冲击载荷
,

动态屈 曲
,

应力波
�

� 引言

轴向冲击载荷作用下直杆弹性动态屈曲的研究一直为人们所关注〔‘一 � �
�

但是把屈曲现象

和应力波在杆中传播过程联系起来进行研究
,

不论在理论方面或实验方面
,

至今都没见到重

大进展
�

本文简述了考虑杆中应力波传播影响的动态屈曲理论
,

并利用电阻应变片法
,

对不

同长度的一端固定的直杆进行了轴向冲击实验
,

从而得到了在不同冲击速度下直杆发生屈曲

的临界时间
�

另外
,

对直杆的残余模态也进行 了测量
,

得到屈曲波长随杆轴向的分布情况
�

在实验中
,

对试件的长度进行了选择
,

使得直杆的临界屈曲时间小于弹性波传遍整个杆

的时间
�

同时
,

对加载用的子弹长度迸行了限制
,

使得载荷脉冲宽度大于直杆的临界屈曲时

间
�

这样
,

在发生屈曲现象之前杆上既没有固支端反射产生的加载波
,

也没有加载端由脉冲

后缘所产生的卸载波进入杆中
�

杆上只有从加载端到弹性波阵面之间承受恒应力
,

从而就可

以用较简单的处理方法进行理论分析
,

计算出直杆临界屈曲时间和临界屈曲模态的理论值
,

以便和实验测试结果相比较
�

� 实验方法

实验装置和测试系统如图 � 所示
�

子弹为一钢杆
,

直径是价� �
�

�
,

长为� �� � �
,
其飞行

速度由光测方法测定
�

在试件前端放一很 巾� �
�

�
、

长 � �� � � 的钢杆
,

以保证试件的轴向 冲

� �  �年 � 月 � � 日收到
�
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击
,
减小弯曲波对试件屈 曲的影响

�

实验采用的试件横截面为矩形 �
·

�� � ��
�

�。。�
� ,

材料为合金铝 � ���
,

一端固定
�

在杆

上适 当位置贴上两对应变片
,

贴片方式如图 � 所示
。

用两台双通道瞬态波形存贮器同时记录

试件上两点的应变波形
�

屈曲前
,

测点两面的应变值应相同
�
一旦发生屈曲

,

由于弯曲的效

应
,

测点两面的应变值就有差别
�

根据这原则
,

就可以从记下 的波形中得孙右界屈曲时间
�

口口测速光泳

超超动态态
应应变仅仅

口口口巳巳口口

时时间间隔隔

测测定器器

图 � 实验装置和测试系统 图 �

� 理论分析

由一维应力波理论可知实验中的应力波动图案如图 � 所示
�

试件中 � 区承受恒应力
,

其

值为

‘ 二 一鱼丛兰
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式中 � 。
、 � 。 、

姓分别为试件的材料密度
、

弹性波速和横截面积 ,

杆和 子弹的材料密度
、

弹性波速和横截面积 � 。
为子弹 的

�
。 � 、 。 , � 、

�
,

分 别为输人

叠

沙
冲击速度

�

假定传入试件中的弹性波波阵面在到达
� “ 言截 而 时

试件的受力段发生突然屈曲
,

这段试件的横向微小摄动将

由弯曲方程控制
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这里
,

待定常数取负值 一 户
’,

·

是为了使放大因子 � ��� 满足屈曲现象的要求而不 出 现 振 荡

解 , 与此对应
,

屈曲模态附�劝将为两个正弦波的迭加
,

即有

。 ,
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当日� � 时
,

问题退化为静态屈曲问题
�

可以证明 日》
尸

�� �
时

,

模态方程的解不能表 征 屈

曲现象
,

因此我们取 月� 一

熹
一
而有解 � � �

‘上二�

�

模态解 � � � 必须满足边界条件
,

即在冲击

端和弹性纵波波阵面上的横向位移和斜率都为零
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如果屈曲确实发生了
,

诸模态幅值 �
‘

应不全为零
,

其条件即齐次方程组

行列式为零
�

� � �

� � � 〔�勺系 数

�

壳
�

一�� �
�

睿

�
� � � �左

�

言

�

�

� � �左
�

言

一 掩
� � �� �

�

睿

�

�
�

� � � �
�
睿

�
� � � � �

�

乙

�

�

� � �吞
�

睿

一 �
� � � � 令

�

李

� �〕�

由此可定出屈曲模态的波数 吞
� 、

� � 以及诸幅值之间的比值
,

而留有一个幅值未定
�

在静态问

题中到此问题已全部解决
,

但在考虑应力波影响的动态屈曲问题中
,

此未定幅值可由非零的

任意微小扰动的初始条件确定下来
�

这样的确定解不能表征屈曲现象
,

因为我们一开始就作

了小变形假定
,

不能用来研究必定发生大变形的屈曲后状态
�

在这种线性化问题中
,

分叉点

对应的模态幅值应是不确定的
�

这个不确定性反过来可以作为确定临界屈曲状态的条件
�

这

个不定解条件就是要求行列式 � � � � 的全部子行列式都等于零
�

由此可以联立解出
� � � �

,
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由以上两式可算得相继发生屈曲的临界时间或临界长度
.
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随着时间的推移
,

弹性波扫过的距离也即直杆的受力段逐渐加长
,

杆上将相继发生第 工

次屈曲
、

第 兀次屈曲
,

等等
.
从第 工次屈曲转向第 亚次屈曲将 使

“量 子 数
” n : 、

n Z

发 生 突

变
,

从而使波数 掩
: 、

k

Z

发生突变
,

也就是使模态从 工态跃迁到 l 态
.
这种屈曲模态的跃迁是

动态屈曲的特点
,

显然是和应力波传播密切相关联的
.

临界屈曲模态的确定在于确定诸幅值 B
:、

B

: 、

B

3 、

B

.

之间的比值
.
由于在临界时刻它们

是不确定的
,

所以我们假设在波阵面达到截面 戈 二 舀
。 ,

十 △睿时仍取 二 = 睿
。 ,

时的特征 值 和 屈

曲模态
,

再令 △言。0
,

即可求得 B
:= B ‘

=
0

,
B

:
= 一 k

:
B
:
/k

: ,
而得出临界屈曲模态为

w (戈) 二 B
,
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,
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4 实验结果

图 4 是典型的应变波型
.
在冲击初期

,

测点的两面应
‘

变相同
,

因而记录的波型完全重合
.
随着时间的增大

,

两

面的应变出现明显的差别
.
把开始出现差别的这一时刻定

应为屈曲时刻
,

有时要准确判定这一时刻比较困难
,

只能

给出一个范围
.

在第一组实验中
,

对杆长30 Om m 的试件做了测试
,

贴

应变片的位置放在预计可以发生第 I 次屈曲的区段内
,

结

果列于表 1
.
为了观察杆内可能发生的第 l 次属曲现象

, 图 4 测两面点的应变波型

布置了第二组实验
,

试件长度为400 m m
,

在杆上贴了两组应变片
,

第一组贴片位置在第 工次临

界屈曲长度之内
,

第二组贴片位置在预计的第 工
、

11 次临界长度之间
,

结果列于表 2
,

表明在

长杆中确实观察到第 止次屈曲现象
.
观测值和预计值是很接近的

.

计算采用的材料参数是
户
。 =

2

.

7 8 9
/

e
m

’ , 户。 : 二 7
·

8 9
/

c
m

’s

。 。
=
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.

0 6 m m
/
“s , c 。 ,

=
5

.
o m m

/
“s ,

A
=

3 8

.

8 8 5 m m
, ,

A
:

=
1 6 5

.

0 m m
2 。

表中的时间起点为冲击试件时刻
,

因此实测值是图 4 中读出的时间与弹性波阵面从冲击端传

到测点的时间之和
.
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表 1 临界屈曲时间的理论与实验值比较

试试 件件 冲 速
。。

冲击应力力 杆长 LLL 贴片距离离 屈曲时间T
‘, r

( 仔“)))

编编 号号 m /
sss ,

( k g
/
m m

Z
)))

In n lll a
( m m ))))))))))))))))))))))))) 实实实实实实实测值值 预计值值

333111 12
.
3888 15了444 3 0 000 7 0

}
5 555 4 666

11111111111111111 4 0 666 3 0 000000000000000000000 4333 999222 1 1
。

0 6666666 7 000 3 9
ro

4 22222

333 333 1 1

。

6 000 1 4 7 555 3 0 000 7 000 4 000 4 888

333 444 9

。

0 666 1 1 5 222 3 0 000 5 000 2 5 ~ 3 000 5 444

333 555 1 0

。

0 666 1 2 7 999 3 0 000 5 000 2 0
~

3 000 5 111

表 2 二次临界屈 曲时间的理论与实验值比较

试 件

编 号

冲速
口

m
/
s

1 1
。

2 1

9

。

6 9

‘
i杆长 L 贴片距离 T

。rr

( 拼s ) T 六(升
s )

k g / m m
Z
1 m m ,

a (mm) b (mm) 实 , 。

]

预 计
}
实 测

}
预 计

1425

1232

9
。

7 6
}

1 2 4 1

}竺}一:
一

…
29。
…燮}生…土…上}-塑一

}

一一

生…竺竺
-

卜‘二…竺{一卜
一

竺生
一

…
一

竺
-

{400} “0
1

“9 0
}
“‘一36

}
52
一

“9
{

7 4

表中实测的临界屈曲时间小于理论预计时间
,

这是由于在进行理论分析时采用的是理想

模型
,

忽略了初始几何缺陷的影响
,

在实验中
,

试件的加工精度再高
,

也不可避免地存在有

几何缺陷
.
同时

,

轴向冲击时试件与子弹也会存在一定的偏心
,

这些因素都会导致屈曲现象

的提前发生
.

屈曲模态的观察和验证比较困难
.
因在回收到的试件上只能观察到残余模态

,

这是试件

在开始屈曲后变形增大以致发生塑性变形的结果
,

而且在屈曲后期杆上将有复杂的应力波系

传播
,

所以残余模态不能完全保持屈曲初期弹性屈曲模态的形状
.
在有 亚次屈曲的情况

,

还

要发生模态的跃迁
,

不能肯定残余模态所保持的究竟是哪次模态或者是否是二次 模 态 的 迭

力口
。

我们照下了各试件的残余模态的照片
,

用 目测记下曲率的极值点
,

然后和理论屈曲模态

(15) 所计算的曲率极值点位置相比较
,

发现大部分试件的残余模态在定性上是和理论模态

接近的
,

例如靠近固支端都有一段未经变形的直杆
,

有基本相同的曲率极值点数目 (即有根同

的波的数目)
,

半波长 (极值点之间的距离 ) 的观测值和理论值是相当接近的 (表 3 )
.
图

s a示出了 300 m m 杆的残余模态 (N o. 35)
,

目测的曲率极值点和理论计算的第 工次屈曲模

态的极值点已经标出
,

可以往意到二者的相似性
.
和理论模态一样

,

残余模态的横向变形段

图形是中心对称的
.
图 s b 示出的是 400 m m 杆的残余模态 (N o

.38)
,

实测极值点和第 兀次

屈曲理论极值点已分别标出
,

可以注意到残余模态的横向变形段图形是中心反对称的
,

和理

论预计的一致
,

可见在第 亚次间曲时模态确实已经跃迁到第 兀模态了
.
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表 3 屈曲模态的理论与实验值比较 (单位
: m m )

试试 件件 杆 长长 屈曲段长度度 第一半波长长 第二半波长长 第三半波长长

编编 号
、、

m
mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm 实实实实 测测 预 计计 实 测测 预 计计 实 测测 预 计计 实 测测 预 计计

333111 30000 24555

…
23777 500000 7000000000

333222 30000 25000 25111 455555
…
7““““

333 333 3 0 000 2 6 000 2 4 555 6 555 8 444 { 6 000 8 4444444

333 444
一一

2 6 000 2 7 777 5 555 9 555 7 000 9 5555555
33333 0 0000000000000000000

333 555 3 0 000 2 6 000 2 6 333 6 555 9 000 8 000 9 0000000

333 666 4 0 000 3 4 555 3 5 222 6 000 8 999 6 OOO 9 777 7 555 8 999

333333333333333333333333333333333333333 7 99999999999999999999999999999999999999999333 777 4 0 000 3 5 55555 7 000 9 666 7 000 1 0 555 7 555 9 666

333 888 4 0 000 3 6 000 3 7 666 7 555 9 555 6 555 1 0 444 7 555 9 555

, 刀o
·
, ,

0 0 口m 切扦,

b N o . , . 认O O m m 杆
、

图 5 残余模态曲率极值点的实测分布与理论预测的比较

S 结论

实验证明
,

本文采用的弹性动态屈曲理论是合理的
.
轴向冲击载荷作用下直杆临界屈曲时

间的实测值与理论预计值基本相同
.
对长度比较大的直杆

,

屈曲现象发生在弹性前驱波传到

杆的另一端之前
.
因此在处理这类问题时

,

考虑波动效应是必要的
.
临界屈曲模态与残余屈

曲模态相似
.

仁1 〕

〔2 」

〔3 〕
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