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摘 要:均质杆绕固定点转动问题,不是简单的质点圆周运动问题,需要考虑杆的质量以及分布情况,对学生的

分析、解决问题的能力要求比较高.灵活运用微元法、积分思想方法和平均值法解决均质杆绕固定点转动问题,可以

有效提高学生的思维能力和解决问题的能力,帮助学生形成物理学科核心素养.
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  对于均质杆绕固定点转动问题,由于要考虑杆

的质量及其分布情况,再加上中学生在数学知识上

的局限性,这类问题的解决对学生的能力提出了较

高的要求,许多学生对此感到非常困惑、无从下手.
微元法和积分思想方法是从部分到整体的科学思维

方法,通过微元分析整体,将其分解为众多微小的遵

循相同规律的元过程,再对这些元过程进行必要的

数学物理思想和方法处理.使用微元法和积分思想

方法是分析和解决均质杆绕固定点转动问题的基本

方法,能达到巩固知识、加深认识、有效提高学生的

思维能力和解决问题能力的目标.本文分别从微元

法、积分思想方法和平均值法的角度分析均质杆绕

固定点转动问题.
【例1】如图1所示,在水平地面上放一根长为

l,质量为m 的均质木棒,棒与地面间的动摩擦因数

为μ,现用力使木棒绕其一端缓慢地在水平地面上

转过θ角,求该过程需要做多少功?

图1 例1题图

分析:均质木棒绕绕其一端(固定点)转动,不

是质点的圆周运动,棒上各部分位移不同,各部分所

受摩擦力做的功也不同,可以采用分割木棒的微元

法进行分析求解.
解法一:利用微元法[1]

将均质木棒分成n段,n→∞,每一段的质量

Δm=m
n
,长度Δl=l

n
,每一段在运动过程中受到的

摩擦力大小均为Δf=μmg
n
,由于n很大,当木棒转

过θ角时,棒上第i段每一点的位移(即转过的弧长)

可认为相等,均为xi= l
n

æ

è
ç

ö

ø
÷iθ,则第i段木棒克服摩

擦力做功为

Wi=Δfxi=μmg
n

l
n

æ

è
ç

ö

ø
÷iθ=μmglθ

n2 i

由于木棒缓慢转动,可以认为木棒动能不变且

趋向于零,转动过程中,根据动能定理,外力所做的

功等于整个木棒克服摩擦力所做的功,即等于n段

木棒克服摩擦力所做功之和.因此外力所做功

W =lim
n→∞∑

∞

i=1

μmglθ
n2 i=μmglθlim

n→∞

1
n2∑

¥

i=1
i=

μmglθlim
n→∞

n(n+1)
2n2 =12μmglθ

解法二:利用积分思想方法

在木棒距离转轴x 处,取微元长度为dx,其质

量为m
ldx

,所受摩擦力大小为μ
m
ld

æ

è
ç

ö

ø
÷x g,木棒转过

θ角过程中,微元dx 的位移(即转过的弧长)为xθ,

则微元dx 克服摩擦力做功为μ
m
ld

æ

è
ç

ö

ø
÷x gxθ,同理,
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在此过程中,外力所做的功等于整个木棒克服摩擦

力所做的功,即外力所做功

W =∫
l

0
μ

m
ld

æ

è
ç

ö

ø
÷x gxθ=

μmgθ
l∫

l

0
xdx=12μmglθ

解法三:利用平均值法

通过前面微元分析可知,木棒绕一端固定点转

动,木棒上各点的位移(即转过的弧长)与该点到木

棒转轴的距离成线性变化,木棒上各点转动的位移

的平均值可以等效为木棒中点转过的位移,所以整

个木棒克服摩擦力所做功的总功,即外力所做功

W =fx
-
=μmglθ

2=12μmglθ

【例2】如图2所示,一根长为l、质量为m 的均

质木棒,在水平面内以角速度ω 绕通过木棒一端的

竖直轴匀速转动,木棒所具有的转动动能为多大?

图2 例2题图

分析:该问题与题1类似,木棒绕竖直轴O转动

时,棒上各部分转动速度不一样,各部分动能也不一

样,同样需要采用分割木棒的微元法分析求解.
解法一:利用微元法[1]

将木棒分成n段,n→ ∞,每一段的质量Δm=

m
n
,长度Δl=l

n
,因Δl非常小,每一段内各点的线速

度可认为相等,棒上第i段的线速度为vi =ω·

l
n

æ

è
ç

ö

ø
÷i ,则第i段的动能为

Eki=12Δmv
2
i =

1
2

mæ
è
ç

ö

ø
÷

n ωl
n

æ

è
ç

ö

ø
÷i
2

=12mω2l2i
2

n3

整个木棒的动能为各小段木棒的动能之和,即

Ek=lim
n→∞∑

∞

i=1
Eki=lim

n→∞∑
∞

i=1

1
2mω2l2i

2

n3=

1
2mω2l2lim

n→∞∑
∞

i=1

i2
n3=

1
2mω2l2lim

n→∞

n(n+1)(2n+1)
6

1
n3=16mω2l2

解法二:利用积分思想方法

在木棒上距离转轴x 处,取微元长度为dx,则

微元dx 质量为m
ldx

,线速度为ωx,微元的动能表

示为1
2

m
ld

æ

è
ç

ö

ø
÷x (ωx)2,因此,整个木棒转动过程中

具有的动能为

Ek=∫
l

0

1
2

m
ld

æ

è
ç

ö

ø
÷x (ωx)2=

mω2

2l∫
l

0
x2dx=16mω2l2

通过前面微元分析可知,在木棒绕固定点O 转

动时,木棒上各点的线速度随离开转轴O 点的距离

成线性变化,整个木棒的平均线速度可以等效为木

棒中点的线速度,那么本题是不是也能用平均值法

解答呢? 学生很容易认为动能

Ek=12mv-2=12m ωlæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

=18mω2l2

毫无疑问,这是一个错误的结论,原因是虽然木

棒上各点的线速度随离开转轴的距离成线性变化,

但速度的平方并不是随离开转轴的距离成线性变

化,因此不能利用平均值法求解动能.
【例3】如图3所示,匀强磁场的磁感应强度为

B,一长度为l的导体棒绕固定端点O 以角速度ω 在

垂直磁场的平面内匀速转动,求该导体棒因转动产

生的感应电动势.

图3 例3题图

分析:该导体棒虽然不一定是均质导体棒,但棒

上每一点切割磁感线的线速度与题2很类似,该棒

切割磁感线产生感应电动势的求解仍可采用微元法

和积分思想进行求解.

解法一:利用微元法

将导体棒分成n段,n→ ∞,每一段的长度为

l
n
,当导体棒转过θ角时,棒上第i段的线速度(切割
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磁感线的速度)vi=ω l
n

æ

è
ç

ö

ø
÷i ,则第i段切割磁感线产

生的感应电动势

εi=B læ
è
ç

ö

ø
÷

n vi=B læ
è
ç

ö

ø
÷

n ω l
n

æ

è
ç

ö

ø
÷i =Bωl2

n2
·i

导体棒转动过程中产生的总的感应电动势等于

n段导体切割产生的感应电动势之和,即

ε=lim
n→∞∑

∞

i=1
Bωl2

n2i=Bωl2lim
n→∞

1
n2∑

∞

i=1
i=

Bωl2lim
n→∞

n(n+1)
2n2 =12Bωl

2

解法二:利用积分思想方法

在导体棒上距离转轴x 处,取微元长度为dx,

微元dx 切割磁感线的速度为ωx,则整个导体棒切

割磁感线产生的感应电动势

ε=∫
l

0
B(dx)ωx=Bω∫

l

0
xdx=12Bωl

2

解法三:利用平均值法

导体棒绕端点O 匀速转动时,棒上各点的速度

随离开木棒端点O 的距离成线性变化,所以整个导

体棒切割磁感线的平均线速度可等效为导体棒中点

的线速度,因此,整个导体棒切割磁感线产生的感应

电动势

ε=Blv- =Blωl
2 =12Bωl

2

【例4】如图4所示,质量为M、长度为d的均匀

细棒AC放在旋转圆盘ED 上,盘以恒定角速度ω旋

转.棒AC 的轴和盘的半径方向重合,棒的A端连着

一根拴有重物的绳子,质量为m 的重物正好悬在盘

的旋转轴O 上,棒与盘的动摩擦因数为μ,计算棒的

A 端距转轴O 的最大和最小距离,此棒不再沿盘的

半径方向移动[2].

图4 例4题图

分析:随圆盘一起做匀速圆周运动的是均匀细

棒,细棒的线速度从A到C逐渐增加,细棒上每质元

做圆周运动的半径都不同,需要采用分割细棒的微

元法分析求解.

解法一:利用微元法

将细棒分成n段,n→ ∞,每一段的质量为M
n
,

长 度为d
n
,细棒上第i段做匀速圆周运动的半径为

ri=r+d
ni
,细棒上每一段做匀速圆周运动的角速度

是一定值,当 M 有向内做向心运动的趋势时,细棒

所受的静摩擦力方向沿半径方向向外,为保证细棒

不滑动,临界情况是静摩擦力达到最大时,细棒的旋

转半径达到最小,即此时r取最小值,细棒所受最大

静摩擦力近似等于滑动摩擦力μMg,根据牛顿运动

定律得到

mg-μMg=lim
n→∞

M
nω2rn+∑

∞

i=1

M
nω2d

n
æ

è
ç

ö

ø
÷i =

Mω2r+Mω2dlim
n→∞∑

¥

i=1

i
n2=Mω2r+12Mω2d

解得

r= mg
Mω2-μg

ω2 -d
2

如果上式结果r<0,则r的最小值取零,即细

棒左端与中心O 点重合,故

rmin=max0,mgMω2-μg
ω2 -dæ

è
ç

ö

ø
÷

2

当M 有向外做离心运动的趋势时,细棒所受的

静摩擦力方向沿半径方向向内,为保证细棒不滑动,

临界情况是静摩擦力达到最大时,细棒的旋转半径

达到最大,即此时r取最大值,最大静摩擦力近似等

于滑动摩擦力μMg,根据牛顿运动定律得到

mg+μMg=lim
n→∞

M
nω2rn+∑

∞

i=1

M
nω2d

n
æ

è
ç

ö

ø
÷i =

Mω2r+Mω2dlim
n→∞∑

∞

i=1

i
n2=Mω2r+12Mω2d

解得

r= mg
Mω2+μg

ω2 -d
2

故r的最大值
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rmax= mg
Mω2+μg

ω2 -d
2

因rmax= mg
Mω2+μg

ω2-d
2≥0

,所以角速度还需

满足

ω≤ 2(mg+μMg)
Md

解法二:利用积分思想方法

在距离细棒左端x 处,取微元长度为dx,质量

为M
ddx

,微元做圆周运动的半径为r+x,当M 有向

内做向心运动的趋势时,细棒所受的静摩擦力方向

沿半径方向向外,静摩擦力达到最大时,细棒的旋转

半径最小,根据牛顿运动定律得到

mg-μMg=∫
d

0

M
dd

æ

è
ç

ö

ø
÷x ω2(r+x)=

Mω2

d∫
d

0
(r+x)dx

解得

r= mg
Mω2-μg

ω2 -d
2

如果上式结果r<0,则r的最小值取零,即细

棒左端与中心O 点重合,故

rmin=max0,mgMω2-μg
ω2 -dæ

è
ç

ö

ø
÷

2

当M 有向外做离心运动的趋势时,细棒所受的

静摩擦力方向沿半径方向向内,静摩擦力达到最大

时,细棒的旋转半径最大,即此时r取最大值,根据

牛顿运动定律得到

mg+μMg=∫
d

0

M
dd

æ

è
ç

ö

ø
÷x ω2(r+x)=

Mω2

d∫
d

0
(r+x)dx

解得

r= mg
Mω2+μg

ω2 -d
2

故r的最大值

rmax= mg
Mω2+μg

ω2 -d
2

其中

ω≤ 2(mg+μMg)
Md

解法三:利用平均值法

在细棒绕竖直转轴匀速转动时,细棒上各点离

圆周运动中心O 的距离成线性变化,所以整个细棒

做圆周运动的平均半径可以等效为细棒中点到中心

O的距离,即运动半径为r+d
2
,当M 有向内做向心

运动的趋势时,根据牛顿运动定律得到

mg-μMg=Mω2r- =Mω2r+dæ

è
ç

ö

ø
÷

2

由此可解得

r= mg
Mω2-μg

ω2 -d
2

如果r<0,则r的最小值取零.

当M 有向外做离心运动的趋势时,根据牛顿运

动定律得到

mg+μMg=Mω2r- =Mω2r+dæ

è
ç

ö

ø
÷

2

由此可解得

r= mg
Mω2+μg

ω2 -d
2

其中

ω≤ 2(mg+μMg)
Md

均质杆绕固定点转动问题,必须考虑杆的质量

及其分布情况,利用微元法、积分思想方法和平均值

法,可以有效分析和解决此类问题,加深学生对科学

思维方法的认识和运用,丰富处理物理问题的手段,

锻炼学生的思维、推理和运算等能力,形成物理学科

核心素养.
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