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摘 要:体育运动与物理知识息息相关,其中以力学定律为主.以体育运动为载体的物理问题具有很强的实用

性,物理知识对于解决和提高体育运动中的实际问题具有广泛的指导意义.物理教学中应注意培养学生分析解决

实际问题的能力,提高学生的综合素养.本文就中考体育实心球项目中的物理模型进行研讨,指出关于实心球最佳

投掷角计算公式中存在的问题,导出了最佳投掷角的精确方程和数值解,对提高项目分数具有指导意义.
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  原地双手后抛实心球被列为河北省体育中考

项目,该项目在我省体育中考总分中占10分 (体育

中考总分为30分).中学体育教师往往根据多年积

累的教学经验,再结合其他投掷项目及学生特点总

结出自己一套独特的教学方法.理论计算表明,在

不计空气阻力,投掷角与球出手时的速度及高度有

关,要使射程最远投掷角大约在38°~42°之间.但

是,这些杂志[1,2]在导出这一结论时忽略了考生手

臂长度对投掷成绩的影响.
本文在原来物理模型的基础上进行分析讨论,

指出关于实心球最佳投掷角计算公式中存在的问

题,导出最佳投掷角的精确方程和数值解.旨在完善

该项目的理论体系,更科学地指导考生对该项目的

训练,为考生提高成绩提供最有效的数据.

1 原地双手后抛实心球技术分析存在不足

一般在投掷项目原理中,影响投掷成绩的因素

有出手高度、投掷角度和出手速度3个因素,原地双

手后抛实心球同样也受到这3个因素的影响.文献

[3]深入分析了原地双手后抛实心球的影响因素,

并提出了原地双手后抛实心球成绩与3个因素间的

关系

s=vcosα
g

(vsinα+ v2sin2α+2gH ) (1)

公式(1)为实心球出手后的投掷距离.但是作

者忽略了一个重要因素,即投掷者的手臂长度.一

般在其他投掷类项目里面不考虑手臂长度,但是在

该项目中,投掷者站在线的后方并且背对投掷方向

投掷,这就决定实心球出手点一定在线后方.因此,

只有在出手高度、出手速度、手臂长度一定时,投掷

实心球的投掷距离才只取决于投掷角度.
原地双手后抛实心球的抛出点要高于落地点,

通过观察原地后抛实心球物理模型示意图(图1),

发现手臂水平方向的分量L0cosβ在一定程度上减

小了实心球的投掷距离.那么在投掷过程中,我们

应尽量减小水平分量对投掷距离的消极影响,即手

臂刚好在头顶上方伸直,与地面垂直.如果此时出

手实心球,那么实心球将做平抛运动,则会失去最大

投掷距离.文献[2]在研究斜抛物体运动时,给出了

斜抛物体最大投掷距离的表达式.其他条件相同时,

在一定的角度范围内,斜上抛运动的投掷距离一定

大于平抛运动的投掷距离.这就是为什么标枪、铅
球等体育运动都是斜上抛运动而不是平抛运动.文
献[4]在研究投射体的投射角和落地角间的关系

时,得出了无论何种情况投射角和落地角互余的关

系.即投掷角一定要小于90°.如果投掷点超出头

顶,则此时将做斜下抛运动,投掷距离会更小.因

此,原地双手后抛实心球它的抛出点应在头部后方.

2 不计空气阻力原地双手后抛实心球最佳投掷角

的精确方程

如图1所示,建立原地后抛实心球物理模型.
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图1 原地后抛实心球物理模型

不计空气阻力,水平方向做匀速直线运动,竖直

方向做上抛运动,抛出点到球的落地点所用时间为

t.原地双手后抛实心球的投掷距离s和出手高度

H,出手速度v,投掷角度α,手臂长度L0 之间的精

确方程推导如下

s0+s=v2t=vtcosα
t=t1+t2

t1=v1
g =vsinα

g

H0=v21
2g=v2sin2α

2g

由 H+H0=12gt22

可得到 t2= v2sin2α+2gH
g2

联立上式化简得到

 s0+s=vcosα
g vsinα+ v2sin2α+2g( )H

在实心球出手的瞬间,实心球可以近似看作是

一个以投掷者肩部为轴,手臂长度的圆周运动的一

部分.由于此过程加速时间较短,因此,可近似认为

此过程为匀速运动.手臂伸展后的高度高于人的身

高,不会造成砸到人的情况.那么在出手的瞬间实

心球的速度v和手臂L0 垂直,即

α+β=90°
由 s0=L0cosβ
得到 s0=L0cos(90-α)
即 s0=L0sinα

显然,实心球出手瞬间球心在地面投影点至投

掷线之间的水平距离为投掷角的函数.综上所述,
我们可以得到实心球的投掷距离和出手高度、出手

速度、投掷角度、手臂长度之间的精确方程

 s=vcosα
g vsinα+ v2sin2α+2g( )H -L0sinα

(2)

求s的最大值,只要取ds
dα=0,为了方便求导,令

sinα=μ
则 cosα= 1-μ2

并令 2gH
v2 =A gL0

v2 =B v2
g =C

则方程(2)改写为

s=Cμ 1-μ2 1+ 1+A
μ2 -B/ 1-μ

æ

è
ç

ö

ø
÷2 (3)

由于 ds
dα=dsdμ

dμ
dα

而 dμ
dα=cosα≠0,(α ¹90°)

所以 ds
dα=0

必有ds
dμ

=0.这样只需要将式(3)对μ求导并令其为

零即可.方程(3)对μ求导并化简得到

ds
dμ

=

μ2 -2C-2C μ2+A
μ( )2 +C+C μ2+A

μ2
-AC-BC μ2+A

μ2
1-μ2

μ2+A
μ2

1-μ2

(4)

  由分式性质可知,方程(4)解为零时,只能是分

子为零,即

μ2 -2C-2C μ2+A
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +C+C μ2+A
μ2 -

  AC-BC μ2+A
μ2 1-μ2 =0 (5)

利用数学工具Matlab[5]对式(5)进行化简最后

得到一个一元十次方程

-16B( )2 μ10+ 8Bε1+16B2-B( )4 μ8+
ε5-ε22-8Bε2-2B2ε( )1 μ6+
ε22-ε21-ε5+2B2ε3-4ABε( )2 μ4+
2ε3ε1-ε4+4ABε( )2 μ2+ε4-ε23=0 (6)

其中参数ε1,ε2,ε3,ε4,ε5 分别为

  ε1=A2+AB2+2A-B2

  ε2=2B-4AB

  ε3=AB2+A

  ε4=4A2B2

  ε5=16AB2

该方程就是我们要求的最佳投掷角的精确方程
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解.对于一元十次方程我们知道没有解析解(四次以

下才有).因此,我们不能导出投掷角α的简单公式.
并且试图通过降低方程的次数,来求解析解也不实

际.唯一的办法就是借助计算机求方程的数值解.
方程(6)是否正确,我们可以通过一个特例来

进行检验.显然s0=L0sinα中,若L0=0,即出手高

度、出手速度一定时,投掷距离s只于投掷角α有关,

这也就是以往大家研究的观点.此时B=0,2gHv2 =

A 将其代入方程(6)化简得到

A2+2( )A 2μ4-2A A2+2( )A μ2+A2=0
即 A2+2( )A μ2-A=0
又因为 sinα=μ

所以   α=acrsin v2
2(v2+gH)

(7)

这一结果与其他文献[1,2]中报道的结果相一

致,这就表明我们推导的精确方程(6)是正确的,同
时也表明之前文献报道的结论只是我们导出方程的

一个特解.

3 实心球最佳投掷角方程的数值解

在实际投掷中,每位考生的出手高度及臂长都

不相同,即使初速度v相同,系数A,B 也不同,相应

的方程(6)也有所差异.现在举例说明,假设某考生

的臂长L0=0.53m,出手高度H=1.8m,出手速度

v=10m/s,则相应的方程为

-0.0449μ10+0.4044μ8-0.002μ6-
0.7343μ4+0.6129μ2-0.1288=0

通过Matlab软件计算得到μ=0.584,其最佳投

掷角α=35.75°如果用传统的公式(7)计算得到最

佳投掷角α′=40.63°.将这两个最佳投掷角分别代

入方程(1)、(2)分别求出投掷距离s=11.2m,s′=
11.8m,两者相差Δs=0.6m.显然,采取精确方程

(6)与传统方程(7)求解投掷距离相差较大,因此,

手臂长度对投掷成绩的影响在实际问题中不能忽

略,这也说明我们模型更加准确.

4 最佳投掷角α与出手高度H 和速度v的关系

保持v=10m/s和L0=0.53m不变,出手高度

H 变化,一般初中生的出手高度基本集中在1.8~
2.5m,根据方程(6)利用软件 Matlab可以计算出

不同 H 所对应的α,如表1所示.我们发现随着 H
的增加,α逐渐减小.但是,在出手高度 H 取边缘值

时,最佳投掷角也只相差Δα=0.472°,因此,在实际

投掷实心球中,最佳投掷角α受H 影响很小,可近似

认为与 H 无关.
表1 最佳投掷角与出手高度的关系

出手高度 H/m 1.8 2.0 2.3 2.5

最佳投掷角α/(°) 35.772 35.652 35.454 35.300

  如果已知考生的出手高度H 和臂长L0,根据方

程(6)利用软件Matlab可以计算出不同v对应的α.
根据调查,初中生实心球出手速度主要介于4.5
m/s~11m/s,在这个范围内,我们假定出手高度

H=2.0m和L0=0.53m,表2给出了几组模拟数

据.
表2 最佳投掷角与出手速度的关系

出手速度v/(m·s-1) 4.823 5.484 6.145 7.072 7.866 8.395 9.718 10.770

最佳投掷角α/(°) 26.584 29.217 31.033 32.768 33.817 34.371 35.412 36.674

  
为了研究最佳投掷角与出手速度间的具体关

系,我们先采用一次函数对散点进行拟合,我们发现

拟合结果与散点基本吻合,如图2所示.其中拟合

方程为:f(α)1=1.564v+20.699,拟合度R2=0.91.
为了得到更加精确的定量关系,我们又采用二次函

数对散点进行拟合,其拟合结果如图3所示.拟合二

次方程为:f(α)2=-0.239v2+5.278v+7.187,拟

合度R2=0.98.
图2 最佳投掷角与出手速度间的一次拟合关系
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图3 最佳投掷角与出手速度间的二次拟合关系

通过比较两次拟合结果,得到最大相对误差为

Δα
α =4%

可以忽略不计.因此一般情况下,我们仍就可以认

为最佳投掷角与出手速度间为正相关关系[6].如果

给出出手速度,利用方程f(α)1 我们可以计算出对

应的最佳投掷角的近似值.
为了得到出手速度,我们可以用摄像机把投掷

过程拍摄下来,根据自由落体运动及匀速直线运动

公式,我们可以求出出手速度.在得到出手速度后,

将其代入公式

f(α)1=1.564v+20.699
便可以得到最佳投掷角的近似值.通过调整投掷角

来提高投掷实心球的成绩.

5 结论

物理不仅是一门实验科学,更是一门应用科学.
球类运动蕴含着丰富的物理知识,本文通过对原地

后抛实心球建立简单的物理模型,利用图像和数据

定性分析了投掷实心球远近的影响因素.通过分析

给出了最佳投掷角与出手速度之间的定量关系,将
这一关系应用到我们实际的训练中,不仅可以正确

指导学生训练,取得优异成绩,而且对球类运动的发

展具有一定的指导意义.
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PreciseEquationandNumericalSolutionof
OptimalThrowingAngleofSolidball

GeXingshuo LiQiang
(ShijiazhuangShimenExperimentalSchool,Shijiazhuang,Hebei 050024)

MaYuying
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Abstract:Sportsarecloselyrelatedwiththeknowledgeofphysics,inwhichthelawofmechanicsisthemain.

Thephysicalcarrierinsportshasastrongpractical,physicalknowledgehasawiderangeofguidingsignificanceto

solveandimprovethepracticalproblemsinsports.Weshouldpaymoreattentiontotheabilityofstudentsto

analyzeandsolvepracticalproblemsandimprovethestudents'comprehensiveaccomplishment.Inthispaper,we

discussthephysicalmodelinthesolidballproject,andpointouttheproblemsintheformulaoftheoptimal

throwingangleofthesolidball.Thepreciseequationandnumericalsolutionoftheoptimalthrowingangleofsolid

ballarederived,whichisofgreatsignificancetoimprovetheprojectscore.

KeyWords:sports;solidball;optimalthrowingangle;preciseequation;numericalsolution
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