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摘 要:由三维转动的矩阵表示,得到连续两次转动后多边形板倾斜角的余弦值.对于边缘上一端固定后滚动

的倾斜圆形木板,得到了倾斜角与转动角的解析关系;进而给出了两种木板上小木块静摩擦力的解析表达式.

关键词:转动  木板  摩擦力

  2003年北京市海淀区第一次高考物理模拟考

试中,出现了这样一道考查转动倾斜木板上物体摩

擦力的选择题,一个正方形木板转动两次后小木块

保持静止,求小木块所受静摩擦力大小.由于题目

有歧义,引起不少读者的争论[1~7].这些文章分成

两派,一派认为,木板ABCD 在两次旋转之后AB 和

AD 与桌面所成的夹角均为θ;另一派认为分别以

AD 和AB边为轴将平面ABCD 旋转θ角.这个题目

物理很清晰,难在数学处理上,即怎么计算转动两次

后木板的倾斜角.按照第一派的理论,木板的倾角

很容易求出,得到模拟题给出的参考答案.按照第

二派的理论,木板的倾角很不容易求出,要用到繁琐

的立体几何知识.我们认为,按照真实的转动过程,

也按照物理学经典教材上的处理方法,木板转动是

第二种操作方法.这种转动不仅有明确的数学表达

式(三维矩阵),也能很容易推广到任意形状的多边

形木板转动模型上,也不需要画图.
先简要介绍三维空间的矢量和转动.一个转

动,使得一个矢量变成另一个矢量.矢量可以表示

为三乘一的矩阵,转动可以表示为三乘三的矩阵.
转动操作就是三乘三的矩阵点乘在三乘一的矩阵

上,得到一个新的三乘一的矩阵.一个平面用它的

法向量表示,经过多次转动后,新的平面法向量与垂

直地面方向夹角就是这个平面与地面夹角.设

R(n,φ)表示绕n(单位矢量)方向转动φ 角度的转

动矩阵,由文献[8],具体形式为

R(n,φ)=

cosφ+(1-cosφ)n21 (1-cosφ)n1n2-sinφn3 (1-cosφ)n1n3+sinφn2

(1-cosφ)n1n2+sinφn3 cosφ+(1-cosφ)n22 (1-cosφ)n2n3-sinφn1

(1-cosφ)n1n3-sinφn2 (1-cosφ)n2n3+sinφn1 cosφ+(1-cosφ)n
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  为简单起见,我们只考虑多边形板相邻边的连

续两次转动.设多边形木板起始时刻在地面上,相

邻两边的单位矢量分别为p和q,木板的法向量是l.
第一次沿p转动α角度,第二次沿转动后的q方向转

动 -β 角度.第一次转动后,木板的法向量变为

R(p,α)l,q方向变为R(p,α)q.第二次转动后,木板

的法向量变为R(R(p,α)q,-β)·R(p,α)l.设这时

木板与地面的倾角是θ,那么由矢量点乘意义,倾角

的余弦是两个法向量的点乘,即

cosθ=l·R(R(p,α)q,-β)·R(p,α)·l

如果此时木块还是保持静止不动,这时木块受

到的静摩擦力就是 mgsinθ.以上计算用手算可能

很麻烦,但现在数学软件很容易编程计算得到结果.
如果多边形两边夹角是γ,计算得到转动两次后的

木板倾角余弦值是

cosθ=cosαcosβ+cosγsinαsinβ
由此得到木块受到的摩擦力是

f=mg 1-(cosαcosβ+cosγsinαsinβ)2

如果两边交角等于90°,上式就回到文献[2]的

结果.如果两次转动角度相等α=β,那么上式转化
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为

    f=mgsinα·

(1-cosγ)[1+cosγ+(1-cosγ)cos2α]
这推广了文献[2]的结果.

如果多边形的边长数目趋向无穷,这个极限一

般是圆盘.一个直接的推广就是转动圆盘上木块的

静摩擦力.考虑这样的模型,如图1所示.其中O 是

圆心,B是圆周上一端,BA 是垂直地面的杆,在转动

过程中,保持B点固定不变.起始时刻,BC 和BO 的

夹角为零.

图1 多边形的边数趋向无穷极限为圆盘的模型

BO 连线交地面与D 点,DC 垂直于平面OEC,

OE 垂直于地面,角OCE 就是转动后圆盘平面与地

面的夹角.设角DOC为θ,在直角三角形OCD 中,斜

边OD 的长度是 R
cosθ.假设AB 的长度是h.在相似

三角形DOE 和DBA 中,有相似比

OE
BA =OD

DB

由此解得 OE= h
1+cosθ

于是圆盘斜面的正弦值为

sinα=OE
OC= h

R(1+cosθ)
如果转动后圆盘上的小木块保持静止,那么小

木块受到的静摩擦力为

f= mgh
R(1+cosθ)

由此可见,三维转动后倾斜木板与地面夹角的

计算,依据木板形状和转动操作,可以分别用中学的

立体几何知识和大学的三维转动矩阵知识,来求解

倾斜角的余弦(正弦)值,进而求得小木块的静摩擦

力.
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Abstract:Thecosineofinclineangleofapolygonboardundertwosuccessiverotationisderivedfromthethree

dimensionalmatrixrepresentationofrotation.Theanalyticalrelationshipbetweeninclineangleandrotationangle

isgivenfortherotationaldiskwithanedgepointfixed.Thenthestaticforceofawoodonthesetwokindofboard

aregivenanalytically.
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