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摘 要:在大学物理静电场的教学中,与球形有关的问题很典型,比如带电球面和带电球体周围空间的电场强

度和电势分布问题,不同电荷密度分布带电球体周围空间的电场强度和电势分布的求解问题,本文对这些球形带电

体系进行分析探讨,分别根据定义式求解和高斯定理求解,并找出了其规律式和特点.
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  在大学物理静电场的教学中,电场强度和电势

是反映静电场本身性质的重要物理量[1~7],目前已

经有了相当多的讨论[3~7].在电场强度和电势的探

讨和求解中,与球形有关的问题很多,比如带电球面

周围空间的电场强度和电势分布问题,不同电荷密

度分布的带电球体周围空间的电场强度和电势分布

的求解问题,然而在实际的教学中,我们发现学生在

理解和计算的时候会在物理思想和数学计算上存在

疑惑,本文将对这些球形带电体系进行分析探讨,并

找出其规律和特点.

1 真空中均匀带电球面的电场和电势分布

设均匀带电球面的总体带电量为q,其球半径

为R,电荷面密度为σ,求解此球面内和球面外两个

部分的电场强度分布,可以采用两种不同的方法:

(1)点电荷电场强度叠加法;(2)高斯定理.电势则

可以在此基础上进行求解.下面分别进行探讨.

1.1 点电荷电场强度叠加法

对于均匀带电球面,由于场强具有球对称性,只

需要求解其径向的电场强度即可.首先将其看成是

沿某一直径方向上,无数个半径连续变化的圆环的

叠加,这样其电场强度将是这许多圆环电场的叠加,

利用半径为a的圆环的中轴线上P 点的电场强度的

结论

E=Ex = qx
4πε0(x2+a2)

3
2

即可求解.
如图1所示,环带半径a=Rsinθ,环带宽为

Rdθ,环带的面积为2πR2sinθdθ,环带带电量

dq=σ2πR2sinθdθ=12qsinθdθ

则环带在P 点处产生的场强为

dE= xdq
4πε0(x2+a2)

3
2
=

qsinθ(r-Rcosθ)dθ
8πε0[(r-Rcosθ)2+a2]

3
2
=

   qsinθ(r-Rcosθ)dθ
8πε0(r2+R2-2rRcosθ)

3
2

(1)

图1 均匀带电球面示意图

换元令l=(r2+R2-2rRcosθ)
1
2,则
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   dl= rRsinθdθ
(r2+R2-2rRcosθ)

1
2

(2)

dE= xdq
4πε0(x2+a2)

3
2
=

qsinθ(r-Rcosθ)dθ
8πε0[(r-Rcosθ)2+a2]

3
2
=

qsinθ(r-Rcosθ)dθ
8πε0(r2+R2-2rRcosθ)

3
2
=

   q
8πε0

r-R2+r2-l2
2
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è
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ø
÷

r dl

rRl2
(3)

球外一点

E=∫
r+R

r-R
dE=

∫
r+R

r-R

q
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l2 dl=
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4πε0r2

(4)

球内一点
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∫
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16πε0Rr2∫

r+R

R-r

(r2-R2+l2)
l2 dl=0 (5)

1.2 高斯定理求解

取同心球面为高斯面,如图2所示.

图2 均匀带电球面高斯面示意图

由对称性可知,高斯面上的电场强度大小处处

相等,方向为半径方向,因此有

∯
S

E·dS=E·4πr2=
q
ε0
 球外

0 

ì

î

í

ïï

ïï 球内

(6)

则电场强度

     E=
q

4πε0r2
 球外

0   

ì

î

í

ïï

ïï 球内

(7)

可以看到对于具有高度对称性的均匀带电球

面,利用高斯定理求解其内外空间的电场强度是非

常方便的,在数学计算上也相对简单得多.然而要从

本质上直观逻辑性地去理解电场强度的性质,则电

场叠加原理是容易被理解的,只是数学计算比较复

杂,在大学物理的教学中需要学生的数学基础相对

较好.

1.3 电势的求解

静电场中P点的电势等于电场强度从该点开始

沿着任意路径到零势点的线积分,这里取无穷远处

电势为零,因此球外距球心为r处一点的电势

UP =∫
″0″

P
E·dl=∫

″0″

P
Edr=

    ∫
¥

r

q
4πε0r2

dr= q
4πε0r

(8)

距球心为r处球内一点

UP =∫
″0″

P
E·dl=∫

″0″

P
Edr=

  ∫
R

P
0dr+∫

¥

R

q
4πε0r2

dr= q
4πε0R

(9)

整个球面以及球面内等势.

2 真空中带电球体的电场强度和电势分布

带电球体类型的问题中最典型的就是:真空中

有一半径为R的带电球体,其电荷体密度分布为ρ=

Arn,A为一常量,其电荷密度分布是半径的幂函数.
试求球体内外的场强分布.我们在实际的教学中通

常都是将幂n具体化,例如n=1,0,-1,2等等,对其

逐一进行计算,其实这类问题可以一次求解出规律

式,然后再针对具体的情形讨论.简述求解过程如

下.

2.1 高斯定理求电场强度

由于具有球对称性,方便利用高斯定理求解,设

整体带电量为q,选择过P 点同心的球面为高斯面,

如图3所示,若高斯面在球内则用qin 表示所包围的

电量,由高斯定理可得
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∯
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图3 具有球对称的带电球体示意图

球外的电场强度求解很简单,比较难的是求解

球内的电场强度.求解球内电场强度关键在于求解

高斯面包围的电量qin.由于电荷密度是径向的幂函

数,因此选取薄球壳为积分元,进行积分求电量

  dq=ρdV=Arn4πr2dr (11)

qin=∫
r

0
dq=∫

r

0
ρdV=∫

r

0
Ar′n4πr′2dr′ (12)

当n>-3时,有

qin=∫
r

0
dq=∫

r

0
ρdV=∫

r

0
Ar′n4πr′2dr′=4πArn+3

n+3
当n≤-3,则

qin=∫
r

0
dq=∫

r

0
ρdV=∫

r

0
Ar′n4πr′2dr′

积分无解,即:

(1)n=-3时,由n+3=0可知分母为零,积分

无解;

(2)当n<-3,此时rn+3在分母上,积分从r=0
开始,因此分母出现为零的情形,所以积分无解,从

物理本质上来说此时对应着电荷几乎全部集中在球

心处的情形,球心处的密度无穷大.
因此,对于可以求解的n>-3的情形,体系的

电场强度为:

球外距球心为r处电场强度大小

E= q
4πε0r2= 1

4πε0r2
4πA
n+3

Rn+3=

     ARn+3

ε0(n+3)r2
(13)

球内距球心为r处电场强度大小

E= q
4πε0r2= 1

4πε0r2
4πA
n+3

rn+3=

     Arn+1

ε0(n+3)
(14)

2.2 电势的求解

根据电势的定义,带电球体球外P 点

UP =∫
″0″

P
E·dl=∫

″0″

P
Edr=

  ∫
¥

r

ARn+3

(n+3)ε0r2
dr= ARn+3

(n+3)ε0r
(15)

球内一点

UP =∫
″0″

P
E·dl=∫

″0″

P
Edr=

∫
R

r

Arn+1

(n+3)ε0
dr+∫

¥

R

ARn+3

(n+3)ε0r2
dr=

ARn+2

(n+3)ε0+ ARn+2

(n+3)(n+2)ε0-

     Arn+2

(n+3)(n+2)ε0
(16)

对于不同的n的取值,直接代入规律式即可得到电

场强度和电势的分布情形,而且,n还可以不仅仅只

取整数值,对于n取分数值,该规律式同样成立.

3 小结

本文讨论了真空中均匀带电球面周围空间的电

场强度和电势分布问题以及随径向不同密度分布的

带电球体周围空间的电场强度和电势分布的求解问

题,对这些球形带电体系进行分析探讨,并归纳总结

了其场强和电势的计算规律表达式及特点.
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若θ=π,则

ω′=λω(1+u)=ω 1+u
1-u >ω

蓝移.

若θ=π2
,则

ω′=γω
即横向多普勒效应.

3 两种方法的比较

通过非几何语言与几何语言狭义相对论对多普

勒效应的推导,可以看出:非几何语言简单、明了,仅
通过四维矢量的洛伦兹变换关系就可推出多普勒效

应[3,4].但不足之处是人为地引入了相位不变性,即
设定相位是洛伦兹标量.在几何语言的狭义相对论

中,从微分几何的二形式场出发,引入4势Aa,代入

麦克斯韦方程组,得出4势Aa 的波动方程,解无源

电磁波的波动方程,自然地引入4波矢Ka,并且Ka 的

物理意义非常明确,它是类光矢量,而且是由θ=c给

出类光超曲面的法矢量,Ka 是躺在类光超曲面上的

类光测地线.通过Ka 在惯性系{t,xi}的3+1分解,

很自然得出多普勒效应.但几何语言所用的数学知

识深奥,理论性强,比较难懂,对狭义相对论的理解

可以上一个很高的台阶,而且为后续广义相对论的

学习打下了扎实的基础.但对没有接触微分几何的

学者来说,普通电动力学教材狭义相对论的讲法不

失为一种通俗、易懂的方法.
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TheDopplerEffectofLightWave
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Abstract:Thedopplereffectoflightbelongtothecategoryofspecialrelativity.Wederivedtheformulaforlightwavedoppler

effectusinggeometryandnon geometrylanguagesofspecialrelativity,andmadeacomparativeanalysisoftwokindsofmethods.
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SolutionDiscussesonElectricFieldIntensityandPotential
DistributionofaChargedSphericalSurfaceandaChargedSphere

LiuMinmin ZuFengxia WuTao
(Schoolofscience,WuhanInstituteofTechnology,Wuhan,Hubei 430205)

Abstract:Intheteachingofelectrostaticfieldinuniversityphysics,problemsrelatedtothesphericalistipical,suchas

eletricfieldintensityandelectricpotentialdistributionproblemforachargedsphericalsurfaceorachargedspherewith

differentchargedensity.Thispaperdiscussesandanalysestheseproblems,andfindoutthegenerallawandcharacterswith

usingthedefinitionandtheGausstheorem.

Keywords:achargedsphericalsurface;achargedsphere;eletricfieldintensity;electricpotential
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