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等截面杆与指数杆组成的复合杆件超声

弯曲振动的频率计算
`

左建国 丁 大成
( 衡阳钢管厂 衡阳 4 2 1 0 0 1 ) (陕西师 ;̀ 声

一

爹所 西安 7 1 0 0 6 2 )
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本文以提摩盛科理论为基础
,

讨 论复合杆的超声弯曲振动间题
.

导出了矩 形截面等截鱿杆与指数

杆组成的复合杆件弯曲振动的频率方程
。

并对典型的复合杆 J’K 行了数值计算
.

理沦计算 与交验结果的

比较说明
,
用常用的频率计算公式得出的结果与实验结果比较有较大误差

,
而本文所得的结果与实验使

基本一致
.

一 己 l 噢扩
、 砂 . 「刁 二

、

理 论 公 式

超声弯曲谐振杆是超声应用工程中的常用

杆件之一
,

如超声振动系统中的传振杆等
〔IJ

.

由

于复合杆件的复杂性
,

前人对其研究的很少
.

如

目前应用 日益广泛的振动切削方法
,

所用超声

弯曲振动的切削刀即是典型的等截面杆 与变截

面杆构成的复合杆件
.

但人们一般将其简 叱为

单一等截面杆处理
『2一 ` , ,

且一般用初等理论计算

的结果来设计
【2一 ” ,

这无疑会造成较大误差
.

出

现这种情况的原因
,

一方面是直杆超声弯曲振

动时剪切形变和截面惯性不可忽略
〔,一 7] ,

另一方

面则是变截面杆弯曲振动的提摩盛科理论未得

到充分的运用
.

作者在最近的几篇文章中 〔8一 ” , ,

研究了矩形截面指数杆超声弯曲振动 的 问 题
,

给我们讨论复合杆的振动提供了依据
.

本文在前述工作的基础上
,

导出了矩形截

面等截面杆与指数杆组成的复合杆超声弯曲振

动时的频率方程
,

理 论计算的结果 与实验测量

值基本一致
.

考它如图 1 祈不的复合杆
, `

艺已独一宽为 b
、

厚度为 h 的矩形截面 穿截自杆和
一

宽度按指 改

规律变 化的变截面杆纽戎
.

等截面杆
l凡

勺长吐为

l ; ,

指数杆的 民度为 12 ,

坐际轴
:

一

勺东点取
了r

-

两杆相接处
.

指数杆的解为 ` , 一 ” 」

,
2
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图 l 复合什示意图

式中 ? 是指 纹杆横截面在振动中的精角
,
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D 是和边界条件有关的常数
,
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ot Zp / E
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K圣~ 。乍/ ( K’ G )
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r ~ K于+ K于
,

心 ~ 1 2。 , p / (护石 )
, ,o ~ 2 , f

.

p 为材料密度
,

E 为材料的纵向弹性常数
, G 为材料的剪切弹

性常数
.

K’ 为截面剪切系数
,

它与材料无关
,

只由杆的截面形状决定
,

对矩形截面
,

K’ 的标

准值为 。
.

8 3 3 112]
.

f 为谐振频率
.

本文实验采

用的试杆材料为 4#5 碳素钢
,

理论计算时
,

材料

参数均采用钢的标准值
【̀ 3 , ,

即 E = Z I
.

6 x l o ` 。N /

m
Z , G ~ 5

.

4 x 10 , 。
N /耐

, p 一 7
.

8 x 1 0 3
k g /

耐
.

通过 ( l) 式和其它有关关系式
,

也可求出位

移
。 、

弯矩M
、

剪力 Q的表示式
.

在 ( l) 式 中令

声~ 0 ,

即可求得等截面杆截面转角的表示式
。

条件可以确定两杆各参数表达式中系数之间的

关系
,

再由复合杆两端的边 界条件可得频率方

程为
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行列式中各元素 勺 之值见表 1和表 2 ,

其中

: ,

一 了(扩十 r ) / 2 ;

:
2

一 丫万丁又万万
.

;

_ 二
2招 + 又l二 3 ;

b Z

~

b 3

~

d一 ~

三
、

频 率 方 程

2又:

石十 对

5 1
.

又 l

二 K于十 石
.

: : ; ; + : 蛋
’

二 三受一 K I
.

; : : 圣十 对
’

卫
一 之贡一 对一 ZK子

.

2又: 又{ + 又全

在两杆连接处 (即
z ~ 0 处 )

,

由等截面杆

与指数杆的截面转角
、

位移
、

弯矩及剪力相等的

_ 5 2
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表 1 两端自由的复合杆 价 , 值
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四
、

理论计算与实验

测量结果的比较

确地满足实际工程设计的要求
.

尽管本文所讨

论的仅仅是等截面杆与指数杆组成的复合杆这

一特殊杆件
,

但所得结论对研究其它实用杆件

具有一定指 导意义
.

为了验证本文所得结果的正确性
,

我们取

若干种典型复合杆进行频率的数值 计 算 与 测

量
.

为便于比较
,

在计算时
,

除 用本文所得频率

方程 ( 2 )式计算复合杆的谐振频率
,

我们还采用

下述常用公式进行计算
12 一 3 ,

五
、

结 束 语

A
.

h / E
J

,

~ 一一
-一几一 /一 气 , 户

2二 l ,

丫 1 2丫 p

式中 f
,

是 n 阶振型的频率
,

l 一 l ;

十 12

是杆

件的总长
,

A
.

是振型系数
,

随不同振型而不同
,

其数值见表 3 fZJ
.

表 3 振型系数值
.

-贪一…音…洲
一二一

-

卜竺一
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!
2 , 8

利用提摩盛科理论计算复合杆超声弯曲振

动的谐振频率
,

可以得到比较精确的结果
.

但

理论计算十分复杂
,

有必要在超声频范围内作

进一步的简化
,

以适应实际工程设计的需要
.

诸

如振动切削中所用到的弯曲振动刀杆等复杂的

组合杆件
,

理论分析的复杂程度更大
,

要得到具

有实用意义的结论
,

尚有待于进一步研究
.

本工作得到陕西师范大学应用声学研究所

赵恒元教授的热情指导和帮助
,

作者在此表示

感谢
.

陕西师大程存弟
、

张福成
、

马玉英等老师

对本工作提出了许多宝贵意见
,

一并致谢
.
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限于篇幅
,

我们在表 4 中仅给出一种复合

杆频率的理 论值和实验值
,

它足以说明本文所

得结果的精确性
.

表 4 中试杆尺寸为
: 等截面杆

长 l
:

~ 0
.

0 8 m
,

指数杆长 l :

~ 0一 Zm
,

h ~ 0
.

0 1 5

m
,

月一 l
。
2 / l

: .

理论计算与实验结果的比较说明
,

在振动

切削的理论分析和设计中
,

将等截面杆和变截

面杆组成的复合杆作为单一等截面杆处理所得

的频率公式 ( 3 ) 是不够精确的
,

特别是在高频

振动的情况下会产生较大误差
.

而本文所得公

式 ( 2 )的计算结果与实验值基本一致
,

能较为精
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