
含气泡液体中声传播的解析解及其

强非线性声特性
*

赵 晓亮 朱哲 民 周 杜功焕

(南京大学近代声学国家重点实验室 2 1 0 0 9 3 )

林

南京

1 9 98 年 1 0月 19日收到

摘要 声波在含气泡的液体中传播时
,

气泡的受迫振动会引起强 的声散射
,

并且 由于振动 的非线性
,

使得气泡产生的次级波不仅含有基频成分
,

而且还会有高次谐波
.

本文从理论上描述了气泡个数随尺

寸大小有一定分布时液体中声波的传播
,

给出了声波的一阶声压和二阶非线性声压的解析表达式
.

并给出了含气泡液体的等效非线性声参数 B / A 的计算公式
.

理论计算与己有的实验观测符合较好
.

文中对含气泡水的声速和声衰减等特性也进行了讨论
.
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1 引言

众所周知
,

液体 中如果混有气泡
,

由于空

气与液体的声阻抗以及声压缩特性等有明显不

同
,

往往会导致媒质声学性质的显著改变
.

例

如
,

气泡作为一个强的散射源
,

生物医学超声

领域里已经利用它对某些生物组织 (如血管 )进

行超声成象 l[] ; 另外
,

含气泡水具有强的声衰

减和声色散等特性
,

国际上一直在研究利用这

些性质对海洋进行实时监测
,

以便实现远距离
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气象预测 [ z, 3 } ; 而气泡的共振振动又会导致强

的声非线性
,

水声领域里已开始研究用来提高

声参量阵的发射效率 陈 ’ 5 ]
,

工程中也在用它来

检测气泡的存在和气泡的大小 同
。

由于气泡的

强非线性在造影剂方面的新的应用
,

特别是人

们对利用其二次谐波对血流进行超声多普勒成

像的兴趣 日益盎然 ! 6 一 s]
,

国内外对含气泡水

的声学特性的研究再度成为一个令人瞩 目的热

点
。

有关声波在含气泡水中传播的理论
,

Va
n

W iij n g a ar d e n 最先提出混合媒质的概念
,

并导

出了气泡 一 液体混合物 的声波运动方程 01[
.

C o m m a n d e r 和 P r o s p e r i t t i 进一步发展 了这一

理论并讨论了线性压力波在含气泡水中的传播

l0I]
。

可是
,

他们 的理论并没有给 出声压场 的

解析表达式
,

而且其讨论也限于一阶线性声场

的情况
。

W U 和 Zh u 于 19 9 1 年测量 了气泡

处于共振状态时的含气泡水中的强二次谐波声

压 !` 1 }
,

并估计了混合物的等效非线性 声参量

(B /A )
。

达 1 0 4 一 10 5
。

为解释这一现象
,

他们提

出了一种物理模型
,

即气泡在声波驱动下作径

向受迫振动并处于共振状态
,

气泡壁的运动遵

循 R盯 l e i g h
一

P l e s s e t 方程
。

这种强非线性振动又

成为辐射二次谐波的源
,

从而声场表现为强非

线性以及强衰减 l[ 2 }
。

然而由于其理论假定气

泡的尺寸大小一致
,

与实际应用及具体的实验

观测 l[ 3 ] 有差别
,

因而他们按此模型计算得到

的基波声压
、

二次谐波声压等与实验观测比较

尚存在一定的差别
,

特别是非线性声参量 B /A

与实验 比较差别在定量上尚有约一个量级
.

本文从实际应用出发
,

结合 C o m m a n d e r 和

rP os eP irt it 以及朱和杜 的理论
,

针对实际气泡

尺寸总是存在一定分布
,

发展了一系列计算声

波在含气泡水中的声传播特性和该媒质非线性

参数 B /A 的解析公式
。

计算与实验 的比较表

明
,

气泡尺寸在满足高斯分布情况下
,

混合媒质

在基波声压
、

二次谐波声压以及非线性声参量

B / A 等数植上比原来的理论更加接近实验
。

同

时
,

有关声波在含气泡水中传播时的声速
、

声

衰减等特性也一并给 出
。

2 理论推导

.2 1 基本方程

考虑声波沿
x 方向传播的一维情形

。

如果

忽略纯水本身的非线性及粘滞耗散
,

而着重讨

论气泡 的存在对声场的影响
,

则含气泡水的二

阶非线性方程可以表示为 lo[
, ` 2}

:

甲P 一
1 a Z p

e

若口t Z

a Z Z

= p “ 万王百 ( 1 )

其中 p 为混合媒质中声波的声压
,

p 。 、 c 。 分

别为水 的密度和声速
,

Z 为混合媒质单位体积

里气体 的体积含量
。

设在水中气泡的数 目随其半径大小是以函

数 n( R 。
) 分布的

,

n( 0R )d R 。
表示平衡半径在

R 。 和 oR + d R O 之间单位体积混合媒质 内气

泡的数 目
。

V (oR ) 为单个气泡的瞬时体积
,

V0 (oR ) 为气泡的平衡体积
,

则气泡在声波激励

下作受迫振动时
,

V (R
。
)= V0 (oR ) + V `

(oR )
。

其中 V’ (0R ) 为气泡 的体积增量
。

于是

z 一

众
V `

(R
。
,· `oR ,“ R。

+

人
。

V0 ` R。 ,“ oR
(2 )

将其代入 (l) 式
,

可得

v Zp一
1 a Z p

e

名a t Z 一

口Z V `

(R
。
)

a 忿2

·

“ (oR ) d R
。

( 3 )

根据逐级近似法分别将基波
、

二次谐波声压及

气泡的体积增量表示为一阶量和二阶量
,

则方

程 (3 ) 整理为
:

_
。

1 a Z。 ,

f
甲 2 。 ,

一 今 兰
r

理丰= 一 。 。

I 侧
.

n ( nR 、 d凡 ( 4 、
’
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l
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,

j
一 ,

` O 口 ` J R o
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甲 2P 2一
1口 2夕 2

e

若 at Z 一
。。

大
。

嘴 叽 (R
。
,“ R。

(5 ,

其中 V 表示 V 关于 亡的两次导数
.

由方程 (4 )

和 (5 ) 可以看 出
,

气泡的线性振动影响了声波

基波在流体中的传播
,

而且其二阶振动又成为

二次谐波的辐射源
。

如果没有气泡的存在
,

方

程 (3 ) 等号右侧为零
,

这正是小振幅声波在理

想流体中传播 的波动方程
。

为了使方程 ( 4 )
、

(5 ) 封闭
,

需要找出驱

动声压 p 和气泡 的体积增量 Vl 之间的关系
。

R a y l e i g h
一

P le s s e t 方程给出了这个关系
,

即

其 中 甲。二 、
属而赢可 为气泡 共振频率

,

占二 3口(守+ i )。若
,

口= 1 / 8二 R若
,

夕= 。 / Q
, : = 4二 0R /户

。 ,

0P

为气泡平衡气压
,

守 为空气绝热常数
。

Q 为

气泡的品质 因素
。

采用逐级近似法 扭Z J
,

可以求出 叮
,

vz’ 如

( 1 +

(1 一

一 E l

1

万花百
-

一巴 2

j毒
(7 )

赤
一 J击)

vl’
。

叮

V
` + `
若V

` 一 占V
` 2 一 口!Z v

` v `

+ (V
`

)
2

卜
夕 V ` = 印

占一 3召甲 2

+ 万二一一一一一二- - - - - -

, ( W、
吸1 一赤

一 ,亩 )“
` (8 )

( 6 ) 其中 几 = 。 /国
。

将 ( 7 )
、

(s) 两式分别代入 (4 )
、

(5 )式
,

我们得到了描述流体 中含不同尺寸大小气泡时声波传

播的一阶和二阶量的逐级近似方程
:

1
、、.1

90
了`.、刁土

口了、

_ 。 * ,
·

五
。

_ p o p Z

人
。

:
( R

。
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靖
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)n (R
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)d五

。

` 一
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众
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。
)“ R。
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其中

D ( R
。
) =

(占一
、若)

: 2

l( 一

赤
一 J击

_ 」̀ _ ; 工 \2
,

4

n Z J Q , 胃 0

( 1 1 )
邹一l)(

求解这两个方程
,

即可计算 出含气泡水的基波声压和二次谐波声压
,

并且进一步可以计算该混

合媒质的非线性声学参量 B / A
。

.2 2 方程求解及非线性声参 t B / A 的计算 因而基波的波数 k l 以及衰减系数 a : 分别求得

设声波及气泡 的体积增量随时间简谐变 为

化
,

方程 (9 ) 的解可表示为

夕1 = 夕 , , e x p口(。 t 一 k : x
)} (1 2 )

,J

、

l
、ù

l
产

l(

其中

斌
二 ( k

l 一 , 。 1
)
2 一 lA

一 j BI

( 14 )

A l 一

蓄
B l 一

毒

五
: p。 ( i 一 l /几

2
)

·

n (R
。
)d oR

( 1一 l /几
2
)
2 + 1 /Q

Z 同样
,

对方程 ( 10) 设其齐次方程通解为

众
; p。

·

n (R
。
)d R 。

可二下可不而可 p叁= p Z ,
·

e x p口(2、 t 一 万2二
){ ( 1 5 )
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亦可求出 自由二次谐波的波数和衰减系数
:

因而
,

这种含气泡水 由于气 泡的存在而导致

的声学 非 线性 可 以用 等 效 的非线性 声参 量

( B / A )
。

来描述
,

即

( 1 6 ) ( B /A )
。

=
2 。吕

c

吕几
。

D (R
o
)n (R

。
)dOR

、 。
了(Z k

; + k Z
)
2 + ( 2 0 1 + 。 2

)
2

一 2

( 2 2 )

厂迎吸迎业卫困些
1

J。
。

( 1 一 1 /几
2
)
2 + 1 / Q

Z 3 数值计算
石ù2头一产

一一

中2其A

B Z 一

命众
: 户。

·

n (R
。
)d R o

( 1 一 1 /几
2
)
2 + 1 /Q

Z }
( 1 7 )

方程 ( 1 0 )

p乡

的特解可求得为

。 o

几
。
D (R

o
) n (oR ) d R

。

2 ( 4万:
p了

A

久刃一无一ù大一

e x p口 2 (。 t 一
x
){ (1 8 )

因而
,

方程 ( 1 0) 的通解为 跳 和 川 之和
。

考虑

到当
x 二 0 时 p Z = 0 的条件

,

最后可得二级声压

p Z 为

。 o

众
。

D (R
o
)n (0R )d R 。

.3 1 理论与 、 v t l 与 z h u 的实验的比较

作为例子
,

我们对 W U 和 Zh u 于 19 9 1 年

做的实验进行了对比计算
。

他们的实验用的是

密度
、

声速均与水接近的有机薄膜
,

薄膜中无

规分布着许多大小基本相同的圆柱状小孔
。

当

薄膜浸入水中
,

孔中的空气就成为较为稳定的

气泡
。

值得注意的是
,

水在各个孔中的浸润程

度以及气泡与水相接触的界面的凸出与凹入程

度不尽相同
,

有时差别还 比较大 同
,

因而我们

可以近似认为水中气泡的数目随平衡半径呈高

斯分布
,

即

2 (4无
不2 、
, `

2 /

·

【
e x p (一 J Z k l x

) 一
e x p (一 7 k Z x

)}
·

夕 i 、
·

e x p (J Z、 艺) (1 9 )

至此
,

含气泡水中声波的基波和二次谐波的声

压解析表达式 已经获得
。

在非线性声学中
,

通

常用媒质状态方程泰勒展式的二级量与一级量

的比值 B /A 来描述纯媒质的非线性特性
。

当声

波在此介质中传播时
,

波形会发生畸变并滋生

谐波 l[’ ]
。

其二次谐波与基波幅值间存在如下

关系
:

。 (*
。
) 一 ,

瑞哭
。 X p [一 (*

。 一 r 。
)
2
/2 a 2

] ( 2 3 )

V ` 7T 仃

其中 A 为常数且满足 八
。

A揣石 xe p卜 (R
。 -

r 。
)
2
/ 2a

2」d R。二 N
,

。 为均方差
。

计算中我们估

计均方差 。 = 0
.

1
·

: 。
。

与此 同时
,

我们就气泡的

数 目随平衡半径呈冲激函数分布的情况也进行

了计算
。

冲激函数采用

n (R
o
) = N

·

占(oR 一 : 。
) (2 4 )

P Z A =
(B /A ) + 2

4户。 e

弓
、 二

·

讨
,

(0z )

在我们要讨论的问题范围内
,

(2 0 1 一 a Z
)
x < <

1
,

( 2 k
l 一 k Z

)
x < < 1

。

这样
,

( 19 ) 式可以简化

为

一了x o o

众
。

D (R
o
)“ (R

o
) d R

o Z

=

—
一

一一甲一二玉一一二二)份
叫

—
P I A

2 (2 k l 一 丸2 )
·

e x p口( 2。 ` 一 k Z x
)] (2 1)

其中 N 为含气泡水单位体积气泡的总数 目
,

r 。 为主体气泡共振极大时气泡的平衡半径
.

将此分布函数代入以上各式
,

容易看出这样可

以退化到朱和杜的气泡尺寸大小一致时的理论

【5 1

为 便 于 与 实 验 进 行 比 较
,

我 们 计 算

中 所 用 的参 短为 ; 。一 L 0 1 、 10 5 P a

户。 = 1 0 0 0 k g /m
3 , e 。 = 14 8 o m /

s ,

Q = 5
,

声

波频率 、 =

办讥石刃
,

此时气泡主体处于
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共振状态
。

实验中采用 的三种膜片的特征及声 量值和 由 (2 2)和 ( 24)式计算的结果 比较
,

见

波分别通过它们时非线性参量 B /A 的实验测 表一
。

表 1

膜片

(厚度 1 3“ m )

三种膜片的特征及非线性参 t B / A 的实验测一值和理论计算结果的比较

孔半径

(拼m )

孔密度

(m m 一 2
)

共振频率

jo (M H z
)

等效半径

: o
(拼m )

气体体积

含量 Z

实验测量

的 B / A 值

L o t A

L o t C

L o t G

2
.

5 1 7 0 1 4 2
.

4

4
.

0 7 2 0 1
.

0 3
.

3

2 6 1 1 5 0 1
.

4 2
.

5

9 x 1 0一 4

8 x 1 0 一 3

6 x 1 0 一 3

9 x l 0 4

2
.

3 x 10 5

2 5 x 10 5

朱和杜理

论计算的

B / A
*

值

6
.

6 x 1 0 5

2 x 10 6

1
.

7 x 1 0 6

高斯分布

理论计算

的 B / A 值

2
.

l x 10 5

6
.

2 x l 0 5

5召 x 1 0 5

* 这组数据 由朱哲 民和杜功焕 的文章提供 【1 2 1

可以看 出
,

按高斯分布的理论计算得到的

B / A 的量值与实验大为接近
,

二者定量数值 已

落在相差一倍左右
,

而按朱和杜的理论
,

B / A

相差近一个数量级
。

从而看出气泡随半径大小

随机分布 的理论更加符合实际情况
。

我们进一步给出了含气泡水中声场的一阶

及二阶声压与实验的对照
。

以 L ot C 为例
,

设

声源辐射声压 p 1 A 二 5 3 0 00 P a ,

其它参数同上
,

则 由 ( 1 2 )
、

( 1 3 )
、

( 14 ) 式以及 ( 2 3 ) 或 ( 24 )

式计算得到的一阶声压 p l 随传播距离
x 的变

化见图 1
。

可以看出
,

基波随距离增加衰减很

快
,

从 (13 ) 和 (14 ) 式衰减系数 a : 的表达式也

可以看出有气泡存在并且气泡共振时
, 。 1 显

著增大
。

这种衰减是与气泡共振时的声散射和

基波能量迅速转化为强的二次谐波有关
。

变化曲线
,

可以看出
,

在十几个微米距离内
,

二次谐波迅速达到极大
。

而对于纯水
,

在这么

短的距离内
,

二次谐波几乎为零
。

由这两幅图

可以看 出
,

气泡的尺寸满足一定的分布时
,

理

论计算与实验观测符合较好
。

、 “ 。。。

厂
飞

“ 0 0 0

1 {

书民 4 0 0 0卜{

恕 十,

, ’ 2 00 0

肛

.
实验测量

— 冲激函数分布

+--
一

离斯分布

八甘DO
0

月O

、
.`
J

m

n甘以4(

X

0
八̀

图 2 二次谐波声压 p Z
随距离 二 的变化曲线曲线

(各图标的意义如 图 l)

实验测 -

一 冲激函数分布
一 + 一 高斯分布

2 0 4 0 60 8 0

X 交协m )

基波声压 lP 随传播距离 劣 的变化曲线

`
+

,

线为按 。 = 0
.

1
·

句 的高斯分布的计算值 )

图 2 给出了二次谐波声压 p Z 随距离
二 的

.3 2 声速与声衰减

声速和声衰减作为声波在含气泡水中传播

的重要特性
,

实际应用中还是经常需要的
,

在

此我们根据 ( 13 )
、

(1 4 )
、

( 1 6 ) 和 (1 7 ) 式对它

们进行 了计算
。

注意到声速
c = 。 /K

。

图 3 给

出了基波和二次谐波的声速随声波频率的变化

关系
; 图 4 则给出了它们 的声衰减随频率的变

化曲线
。

从 图 3 和图 4 可以看出
,

含气泡水是一种

强色散媒质
。

当气泡共振时
,

基波的声速达到

极小而衰减为极大
.

这是由于气泡的共振造成

ōōōōōó
。`

。
ǎ 哈dà--Q日极侧姗
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媒质体积弹性系数的减小
,

从而声速下降到最

小 ; 另一方面
,

气泡共振吸收了大量的基波声

能量并将其转化为高次谐波能量和其它能量
,

从而导致极大的声衰减
.

这也与图 1 和图 2

反映的现象相一致
。

对于二次谐波也存在声速

极小而衰减极大 的情况
,

只是这种情况发生在

当二次谐波频率与气泡共振频率相 同之时
,

即

f/ fo = 0
.

5
。

—
基波声速

一
二次谐波声速

播的理论
,

导出了描述该混合媒质声传播的一

般理论
。

文中对声波在含气泡水中传播时的一

阶线性和二阶非线性声压
、

声速
、

以及声衰减

等性质进行了解析描述
。

并计算了混合媒质 的

等效非线性参数 B /A
.

理论计算得到的气泡大

小有一定分布 的含气泡水的基波声压
、

二次谐

波声压 以及非线性声学参数 B / A 等都与 已有

的实验观测符合较好
,

这将为含气泡媒质在水

声
、

生物医学超声等各个领域的广泛应用提供

必要的理论基础
。

参 考 文 献

1人
23

才了。门

基波声速和二次谐波的声速
c
随声波

频率 f 的变化曲线

K r i s h n a P D
,

N e w h o u s e V L
.

lU t r
as

o u n d jn M
e d

.

&

B 万0 1
. ,

19 9 7
,

2 3 (3 )
: 4 5 3 一 4 5 9

.

aF
r m e r D M

,
V血g le 5

.

J
.

A e o u s t
.

S o e
.

A m
,

,

1 0 8 9
,

8 6 ( 5 )
: 18 9 7 一 1 9 0 5

.

N o r t o n G V
,

N vo
a r i n i J C

,

K e i ffe
r R 5

.

J
.

A e o u s t
.

S o C
.

A m
.

,

1 9 9 8
,

1 0 3 ( 6 )
: 3 2 5序 3 2 6 7

.

K u s t o v L M
, e t a l

·

A e o u s 亡弃e L e亡t
esr

,

1 9 8 2
,

6 ( 2 )
: 1 5 -

1 7
.

M i l l e r D L
.

U」t r
韶

o n j e s
.

1 9 8 1
.

1 9 : 2 17 一 2 2 4
.

洲硼100酬
( s/任à。叫板

1 0 00 0 0 0

10 0 0 0 0

10 0 00

10 0 0

1 00

10 — 荃波声衰减

一
二次谐波声衰减

ǎ李一丫、憾瞩版

1 1 0

田̀ .气

基波和二次谐波的声衰减 Q 随入射 波

频率 f 的变化曲线

综上所述
,

本文结合朱和杜以及 C o m m a n -

d e r 和 P r o s p e r i t t i 提出的描述含气泡水 的声传

6 C h a n g P H
,

S h u n g K K
,

丫Vu S J
.

IE E E 了} an
s

.

U I
~

亡r as
o n f ’e r r o e le e 亡r 万份e q C o n 亡r

.

,

1 9 9 5
,
4 2 : 1 0 2--0 1 0 2 7

.

7 A r d i t i M
,

B r e n i e r T
,

S e h n e id e r N
.

lU t

asr
o u n d jn

M
e d

.

& B jo l
. ,

19 9 7
,
2 3 (8 )

: 1 18 5一 1 1 9 4
.

8 J u n r u 、 V u ,

J i e OT
n g

.

UI 亡

~
o u n d in M

e d
.

& B io l。

1 9 9 7
,
2 4 ( 1 )

: 15 3一1 5 9
.

9 L V a n

w ij i
n g aa

r d e n
.

J
.

lF
u j d M

e
动

. ,
1 9 6 8

,
3 3 : 4 6 5一

4 74
.

1 0 C o m m a n d e r K W
,

P r o s P e r i t t i A
.

J
.

A e o u s 七
.

S o e
.

A m
. ,

19 8 9
,

8 5 ( 2 )
: 7 3 2 一7 4 6

.

1 1 J u n r u VV u ,
Z h e m in Z h u

.

J
.

A e o u s 亡
.

S o e
.

A m
. , 1 9 9 1 ,

8 9 (6 )
: 2 6 3 4一 2 6 3 9

·

12 朱哲民
,

杜功焕
.

声学学报
,

1 9 9 5 , 2 0 ( 6 )
: 4 2 6

.

13 M i l l e r D L
.

J
.

A e o u s t
.

S o e
.

A m
. ,

19 5 2
,
7 1 ( 2 )

: 4 7 1一

4 7 6

14 杜功焕
,

朱哲民
,

龚秀芬
.

声学基础
,

上海科技出版社
,

19 8 1

1 5 O s t r

vo
s k y L A

,

S u t i n A M
,

S o u s t

voa
I A

, e t a l
.

J
.

A e o u s 亡
.

OS
e

.

A m
.

,

1 9 9 8
,

1 0 4 ( 2 )
: 7 2 2一 7 2 6

.

,州:014论
0。图结

应用 声学


