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摘要 本文利用有限元分析软件 �����研究了一组粗细端截面积比不同的阶梯形变幅杆
，

得出了每

个变幅杆的第一阶和第三阶谐振频率
、

粗细端分界面的相对位移和振幅放大系数
。

结果表明
�
�����

仿真值与实测值的平均偏差仅为 �
�

��
，

远小于常用式解析值与实测值的偏差� 变幅杆粗细端分界面

的运动类似受牵引的薄膜运动� 而振幅放大系数与面积比成正比的结论可扩展到粗细端截面积比为

���的情况
。
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� 引言

大功率超声设备的振动系统中
，

超声变幅

杆是重要的组成部分
，

主要用于振幅放大和阻

抗匹配
。

由于阶梯形变幅杆易于加工
，

变幅比

大
，

并可以与各种形状的过渡杆组合成复合型

变幅杆
，

所以在实际中应用很广 卜��
。

在对阶

梯形变幅杆进行分析时
，

通常是将均匀细杆的

波动方程分别用于粗端和细端
，

再利用截面改

变处力为连续的边界条件
，

以得到阶梯形变幅

杆的频率方程
，

放大系数和节点位置 同
。

由于

这种方法忽略了截面跃变对应变
、

应力和力的

连续性的影响
，

解出的谐振频率高于实际测量

值 �’�
。

虽然相对误差只有百分之几
，

但对于数

十千赫兹的频率来说
，

绝对误差可以达到数百

赫兹
，

这样大的误差将造成变幅杆与换能器配

合的困难
，

因此不能忽略
。

文献 ���对两端等长

阶梯形变幅杆的固有频率的变化规律进行了研

究
，

对 � 小于 �的情况给出了修正频率的经

验公式
，

但对于 � 大于 � 的情况和变截面处

的具体振动形式
，

则未见有研究报道
。

有限元

分析软件 �����不但能对所研究对象的振动

参量进行数值化描述
，

而且可以通过计算机屏

幕给出振动模态的动画显示
，

因此能较好地分

析阶梯形变幅杆变截面处的应变
、

应力跃变对

变幅杆振动特性的影响
。

本文用 �����软件

对一组粗细端长度相等而截面积比不同的阶梯

形变幅杆进行了研究
，

解出了谐振频率和放大

系数
，

并绘出了变截面处的具体振动模式
。

若将弹性体视为多自由度系统
，

则连续体

动力学模型的矩阵表示形式为
�

【�」�淤����� 【�」�云����� ��」������� ������
���

式中
�

� 为质量矩阵
，
� 为阻尼矩阵

，

� 为

刚度矩阵
，

�袱约�为位移向量组
，

���‘��为

作用于系统的外激励力向量组
。

上式是用有限

元法解弹性体动力学问题的基本方程
。

对于无

阻尼无外载荷的自由振动问题
，

阻尼项和外力

项均为零
。

于是
，

式 ���化简为
�

����必����� ����
�
����� � ���

弹性结构体的振动本身是连续的振动� 位

移 ������连续
，

具有无限多个自由度
。

经有限

元离散化后
，

连续系统的振动就离散化为有限

个自由度系统的振动
。

假设全部节点具有 �

个自由度
，

按自由振动理论
，
� 阶自由度系

统的自由振动方程的 � 个固有频率 、 、
�乞 �

�
，
�

，… ，

万�由式 ���确定
。

�【兀卜 。 ����卜 � ���

� 有限元法对阶梯形变幅杆的分析

�
�

� 有限元法基本原理

有限元方法是一种有效的离散方法
，

该方

法将系统分成足够多的单元
，

通过求解一组微

分方程
，

对系统的力学
、

热学或电磁学特性进

行仿真
。

如果用弹性力学有限元法建立结构的

动力学模型
，

运用固有振动特性分析
，

便可得

到系统的固有频率和振型 ���
。

因此
，

在用有限元法分析阶梯形变幅杆

时
，

是将其划分为数千个单元再求解
。

这与只

将变幅杆划分成粗细两个部分的解析法相比
，

应当更精确
，

更能反映实际的振动情况
。

�
�

� 实现有限元分析的 �����软件

�����是融结构
、

流体
、

电磁场
、

声场和

藕合场分析于一体的大型通用有限元软件
，

具

有强大的有限元分析和优化设计功能
。

�����

拥有丰富的
、

完善的单元库
、

材料模型库和求

解器
，

保证了它能够高效地求解各类结构的静

力
、

动力
、

振动
、

线性和非线性问题 ���
。

本文用 �����软件仿真了一组粗细端等

长的 �� 号钢阶梯形变幅杆
，

材料参数为
�

密

度 户 � �
�

� � �������
�

、

杨氏模量 刀 � � �

��，����
“ 、

泊松系数 � � ���
。

选择单元类型

为 ����������
，

利用阶梯形变幅杆的轴对称性

建立有限元模型
，

采用智能网格划分
。

选择分

析类型为模态分析
，

然后进入求解步骤
，

解出
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固有频率和振型
。

再利用后处理模块对位移
，

应力等参数进行显示和处理
，

最后得到表示振

动模态的各种曲线和图形
。

��� �����分析结果

阶梯形变幅杆的几何形状如图 � 所示
。

图中 �� 和 �� 分别为粗端和细端的长度
，

�� 和 �� 分别是粗端和细端的直径
。

令直径

比 ��
��

� 二 �
，

则 �“
即表示粗端截面积 凡

与细端截面积 �� 之比
。

用于分析的实物变幅

杆的 �� � �� � ��
�

����
，
�� � ��

�

����
，
��

则有不同的值
，

由此得到不同的 � 值
。

表 �列出了对不同的 �� 用 �����解出

的谐振频率 六� 伍 � �
，
�代表相应的振动阶

数
，

下同�和放大系数妈
� 。

表中的 人
。
是用频

率方程 ����� ��������� ��� � ���
�
和 ��分

别是粗端和细端的截面积
，
�二 �����

�
为波数�

计算出的谐振频率
，

六� 是用压电片激振
，

磁

致伸缩探测器拾振的非接触式方法测出的实物

变幅杆的实际谐振频率
。

���“ 为面积比的对

数
，

在绘制曲线时用作横坐标
。

一一一
�
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一一���
一一一一一一一一一一一
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图 � 阶梯形变幅杆的几何形状

表 � 变幅杆的谐振频率和放大系数

变幅杆

编号

几何参数 放大系数
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��
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� �
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�
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���
�
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�上����������������日���一

� 讨论

��� 变幅杆的谐振频率

以面积比的对数 ���“
为横坐标

，

谐振频

率为纵坐标
，

将变幅杆第一阶和第三阶的谐振

频率数据分别绘于图 ���� 和 ���
，

其中曲线 �

代表解析值 六。 ，

曲线 �和曲线 �分别是实验

测量值 九� 和 �����仿真值 二� 的二阶拟合

曲线
。

由图 �可看出
，

仿真曲线和实验曲线不

但有着相同的趋势
，

而且非常接近
。

通过计算

得到 九� 和 九� 的平均偏差约为 ����
，

而 人�

和 人。 的偏差约为 �
�

��
，

后者比前者大 �� 倍左

右
。

由此说明
�

有限元法能够比解析法更精确

地对阶梯形变幅杆进行分析和研究
。

从图 � 还可以看到
，

当 ����
增大时

，

第一
、

三阶的实验曲线和仿真曲线开始是下降

的
。

通常认为截面突变处的应力集中是造成这

种下降的原因 叫
。

����
越大

，

应力集中越

明显
，

这两条曲线与曲线 �的偏差也越大
。

在

���“ � �
�

�附近
，

曲线 �和曲线 �同时达到谷

点
。

当 ���“
继续增大时

，

两曲线上升
，

这意味

着当截面积比超过一定限度后
，

实验值和仿真

值与解析值的偏差反而随着截面积比的增大而

减小
。

这种现象可能与
“
局部共振

”
有关

，

因为

��� “ � ���恰好对应着文献 ��� 中的
“
局部共

振
”

产生条件
，

即 �“ 、 ���
。

如果把变幅杆的
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细端看作是连接在粗端上的均匀工具杆
，

它的

局部共振频率可用一端固定
、

一端自由振动模

式的频率公式 几 � ��� � ������� 求出
，

而这

恰好是解析法求出的阶梯形变幅杆谐振频率
。

因而可以说
，

当截面积比 ��
很大时

，

实验值

和仿真值都逐渐接近细端的局部共振频率
。

平直线代表位移为 �的位置
。

一

�
�

�

一

�
�

�

� �

路径相对距离

�八目

�

，‘‘��

闪州岌��

��利都珊利绝霉何娜划友

����

‘

丫
“

� �

路径相对距离

图 � 变幅杆截面变化处相对位移分布

���第一阶模态 ���第三阶模态

��“、�

，内��、 ‘ �� �， �卜� ��去
内 �� � 、 �一

��」��自� �� � 凡从、

�
�

� �
�

� �
�

� �
�

卜

�
犷
�����
�
�

犷���妹万�
︸�‘�，产����曰

���们��引�，�����

����

谐振频率解析值
、

�����仿真值
、

实验值的

比较

���第一阶 ���第三阶

分界面的振动情况

用 �����的后处理功能
，

能够观测变幅

��图��

杆粗端和细端的分界面上的振动分布
。

选取分

界面上任一粗端直径作为研究路径
，

在变幅杆

的形变最大时
，

记录路径上各点的纵向位移
，

绘成曲线便得到分界面上的振动位移分布
。

图

�示出了 �� 号
、

�� 号和 �� 号变幅杆分界面

的一
、

三阶位移分布曲线
，

图中横坐标为研究

路径 �粗端直径�
，

纵坐标为轴向相对位移
，

水

由图 � 可以看出分界面运动的以下特

征
�

���分界面的运动并非整体运动或活塞运

动
，

而是类似于受牵引薄膜的运动
，

变幅杆的

细端相当于粘在薄膜上的牵引棒
。

细端直径小

时 �如 �� 号杆�
，

位移曲线尖锐� 细端直径大时

�如 �� 号杆�
，

曲线变得平缓
。

图 �是分界面的

凸起和凹下情况
�

���图 �中各曲线的位移最大值均位于变

截面的中心
。

第一阶模态的位移最大值为正 �对

应粗端面的负位移
，

下同�
，

说明形变最大时分

界面向细端凸起
。

第三阶模态的位移最大值为

负
，

说明形变最大时分界面向粗端凹进
。

���对于同一变幅杆
，

分界面第三阶的位移

幅度比第一阶大
。

从 �����动画显示观察到
，

第一阶模态的位移节点与分界面非常接近
，

第
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图 � 变幅杆分界面的运动状况 ��� 向下凹进 ���向上凸起 ��� 向下凹进侧视图 ���向上凸起侧视图

三阶的位移节点离分界面则较远
。

这可能是后

者的位移幅值比前者大的原因
。

��� 放大系数

对于阶梯形变幅杆粗细端截面积比 �� �

�的情况
，

用解析法公式可以得到位移放大系数

汀尸 � �“ 的结论
，

但解析法未能说明 �“ � �

时 人儿
〕

与 �� 的关系
。

利用 �����解出的粗
、

细两个端面的振

动位移幅值比
，

可得到仿真的位移放大系数
。

图 �绘出了第一阶和第三阶振幅放大系数 对尸

随面积比 �� 变化的规律
，

可以看出在 �“ 大

到 ��� 的范围里
，
八了尸 都与 ��

成正比关系
，

但第三阶的放大系数 对尸� 小于第一阶的放大

系数 入丁户�
�

用线性回归可得到图 �中两条直

线的方程
，

分别为 几�尸� � �
�

�� � ������ 和

五了尸� � �
�

��� �
�

����
。

这说明用 �����求

出的一阶仿真值 五了尸� 二 �“ ，

平均误差仅为

��
。

而三阶仿真值虽与 �� 的差别较大
，

但

存在 对尸� 、 ����� 的关系
。

对于这个关系式的

实验验证和理论解释
，

将有助拓展阶梯形变幅

杆在高次谐频上的研究和应用
。

��去一�一�
‘ � � � ���

�
��� 一� ‘� �

一
�

�
‘ 一‘

�

�
�

� �� �� �� �� ���

图 � �����模拟变幅杆相对振幅随面积比的变化

� 结语

本文用有限元分析软件 ����� 对一组

粗细端截面积比不同的阶梯形变幅杆进行了研

究
，

分析了它们的谐振频率和振动模态
，

得到

以下结论
�

�������� 仿真频率与实际频率的平均偏

差远小于解析法得到的频率与实际频率的平均
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偏差
，

因此
，
�����仿真法具有较高的分析

精度
。

���变幅杆粗端与细端的分界面近似做受

牵引的薄膜振动而非活塞振动
�

���在截面积比大到 ��� 的范围里
，
��

�

���仿真的位移振幅放大系数与截面积比成正

上匕
。

这些结论对于完善阶梯形变幅杆的振动理

论具有一定的意义
。
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