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曲线坐标系下孔隙介质圆柱纵向表面波的传播特性∗
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摘要：为了研究孔隙介质圆柱纵向表面波的传播规律，分析其频散和衰减特性，在正交曲线坐标系下建立了表

面波的频散方程，通过数值计算得到频散曲线，将纵向导波最低模态与表面波进行对比，并分析了曲率半径及

孔隙参数对表面波频散和衰减的影响。结果表明，当频率足够大时，导波最低模态的频散曲线与表面波近似；

在同一频率下，表面波的相速度随曲率半径的增大而增大，随孔隙度的增大而减小；表面波的衰减随孔隙度的

增大而增大。研究结果为开展孔隙介质圆柱结构的超声无损评价提供了一定的理论参考。
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Propagation characteristics of longitudinal surface wave in porous media cylinder
in curvilinear coordinate system
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Abstract: To research on the propagation characteristics of longitudinal surface wave in porous media cylinder
and analyze its dispersion and attenuation features, the dispersion equation of surface wave is established
in orthogonal curvilinear coordinate system. Through numerical calculation, the dispersion curve has been
obtained. The lowest mode of guided wave is compared with surface wave, and the effects of curvature radius
and porosity on dispersion and attenuation of surface wave are analyzed. The results show that when the
frequency is large enough, the dispersion curve of the lowest mode of guided wave is similar to that of surface
wave. At the same frequency, the phase velocity of surface wave increases with curvature radius, decreases with
porosity, and the attenuation of surface wave increases with porosity, which can provide a theoretical reference
for non-destructive evaluation of cylindrical structures in porous media.
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0 引言

圆柱体构件在实际工程中应用广泛。在生产使

用过程中构件内部或表面易出现缺陷，常利用超声

检测技术进行构件的无损评价。关于超声在弹性介

质圆柱体中的传播 [1−2]，相关理论已较为完善。然

而在实际检测中，常遇到具有孔隙特性的圆柱体结

构 (岩体、混凝土柱等)，因此研究声波在孔隙介质中
的传播特性具有重要意义。

目前，针对孔隙介质圆柱导波的传播问题已开

展了大量研究工作 [3−4]，主要集中于纵向、周向导

波的频散特性。关于表面波，国内外相关研究多是

基于孔隙介质平面，如Salima等 [5]利用高频声学显

微镜得到了不同孔隙度下多孔硅层的表面波速度

演化，并通过建模分析了衰减系数对表面波速度的

影响；张煜等 [6]探索了含流体孔隙介质中表面波和

体波的传播特性，对孔隙流体不同饱和状态下的表

面波频散和衰减做了详细分析。还有部分学者主要

研究表面波在饱和多孔地基中的传播：阎守国等 [7]

以分层半空间内含有一层孔隙介质为物理模型，分

析了该模型下表面瑞利波的传播特性并确定了其

主衰减曲线；王立安等 [8]考虑参数间的耦连影响，

采用微分算子法进行求解，分析了非均匀饱和地基

中瑞利波的速度、衰减以及位移分布。然而关于孔

隙介质圆柱表面波的相关文献较少，其原因可能是

表面波在孔隙介质圆柱中的传播相对复杂，在柱坐

标系下进行频散方程的求解无法将导波与表面波

合理区分。

本文在孔隙介质圆柱表面建立正交曲线坐标

系，直接推导出表面波频散方程，在此基础上研究

纵向表面波的传播特性。具体内容包括：(1) 结合
Biot理论和弹性动力学理论，在正交曲线坐标系下
建立纵向表面波频散方程；(2) 通过数值计算对频
散方程进行求解，得到相应频散曲线；(3) 对比了孔
隙介质圆柱导波的最低模态与表面波的频散特性；

(4) 讨论分析了曲率半径对表面波频散的影响、孔
隙度大小对表面波频散以及衰减的影响。

1 频散方程的建立

研究沿无限长孔隙介质圆柱表面纵向传播的

表面波，在圆柱表面建立正交曲线坐标系O-αβγ，
如图 1所示，α为表面波的纵向传播方向，β为表面

波的周向传播方向，ρα为α方向的曲率半径，ρβ为

β方向的曲率半径；γ为深度方向，其中γ 6 0的区

域为孔隙介质。孔隙介质由流体基质和固体骨架组

成，本文依据Biot理论 [9−10]，假设液相和固相介质

均匀且各向同性，孔隙尺寸远小于波长 [11]，忽略孔

隙对声波的散射和衍射影响。

α

β

γ
O 

图 1 正交曲线坐标系下孔隙介质圆柱示意图

Fig. 1 The schematic of porous media cylinder in
orthogonal curvilinear coordinate system

在正交曲线坐标系中，位移可表示为

uα = uα(α, γ), uβ = 0, uγ = uγ(α, γ). (1)

以势函数φ、ψ表示位移分量uα、uγ可得到
[12]
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1

hα

∂φ
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− ∂ψ
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hβρβ
,
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∂φ

∂γ
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,

(2)

其中，hα、hβ、hγ为拉梅系数，在正交曲线坐标系中

可表示为

hα ≈ 1 +
γ

ρα
, hβ ≈ 1 +

γ

ρβ
, hγ = 1. (3)

孔隙介质中存在快纵波、慢纵波、横波 3种体波，势
函数φ和ψ满足波动方程：
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(4)

其中，klf和kls分别为快纵波、慢纵波波数，kt为横

波波数。

孔隙介质圆柱的势函数可分为两部分，固相部

分由快、慢纵波和横波势函数构成，上述 3个势函
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数 [13]可分别表示为

φsf = A1e
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1

4q21ρα
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p2
1

4q1ρα
γ2

]
ei(kα−ωt),
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ψs = A3e

[(
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l20
4s2ρα

)
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l20
4sρα

γ2

]
ei(kα−ωt). (5)

因此纵波总势函数表示为φs = φsf + φss，横波

总势函数表示为ψs。其中，A1、A2、A3为待定系

数，q21 = k2 − k2lf，q
2
2 = k2 − k2ls，s

2 = k2 − k2t，

p21 = k20 + k2lf，p
2
2 = k20 + k2ls，l

2
0 = k20 + k2t，k为表面

波波数，k0为孔隙介质的平面Rayleigh波波数。
液相部分势函数可表示为φf = η1φsf + η2φss,

ψf = η3ψs,
(6)

其中，η1、η2、η3快纵波、慢纵波和横波相对应液相参

与系数 [14]，其表达式为

η1 =
ρ11R− ρ12Q− (PR−Q2)/c2lf

ρ22Q− ρ12R
,

η2 =
ρ11R− ρ12Q− (PR−Q2)/c2ls

ρ22Q− ρ11R
,

η3 = −ρ12
ρ22

, (7)

其中，P = A + 2N；R、Q、A、N为孔隙介质的 4个
弹性系数 [15]，可通过相关参数ks(固体基质体积模
量)、kf (流体体积模量)和kb(骨架体积模量)计算得
到；clf、cls、ct分别为快纵波、慢纵波和横波波速；

ρ11为固体有效密度，ρ22为液体有效密度。

纵向表面波位移表达式如下所示：
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(8)

应力表达式如下所示：
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(9)

其中，uαs、uγs分别为固相纵向位移和法向位移；

uαf、uγf分别为液相纵向位移和法向位移；σγγs、

σαγs分别为固相法向应力和纵向应力，σγγf为液相

法向应力。

在孔隙介质圆柱界面处 (γ = 0)应满足以下边
界条件：

σγγs = σαγs = σγγf = 0. (10)

由式 (9)、式 (10)可得3个待定系数相关的方程组：
m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33



A1

A2

A3

 =


b1

b2

b3

 , (11)

其中，mij(i, j = 1, 2, 3)的表达式见附录A。频散方
程表示为

det [mij ] = 0, i, j = 1, 2, 3. (12)

2 数值模拟与分析

选取孔隙岩石介质参数和流体参数 (表 1) [16]

(对应于孔隙度β0为0.1时)进行数值模拟。
固体骨架体积模量kb和固体骨架剪切模量N

与孔隙度有关，当孔隙度β0大于 0.5后，剪切模量
趋于零，孔隙介质变为悬浮体。鉴于岩石类材料的

孔隙度基本上小于0.2 [17]，本文选取的孔隙度在 0.2
以下。
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表1 模型材料参数表 [16]

Table 1 Model material parameter [16]

参数 数值

固相介质纵波波速 /(m·s−1) 5370

固相介质横波波速 /(m·s−1) 3100

固相介质密度 /(kg·m−3) 2700

液相介质纵波波速 /(m·s−1) 1483

液相介质密度 /(kg·m−3) 998

孔隙度 β0 0.1

孔隙弯曲度α∞ 5.5

静态渗透率 κ0/m2 10−12

粘滞系数 η/(kg·s−1·m−1) 0.001

孔隙特征尺寸Λ/µm 8

固体颗粒体积模量 ks/GPa 43.33

流体体积模量 kf/GPa 2.19

固体骨架体积模量 kb/GPa 33.7

固体骨架剪切模量N/GPa 20.86

2.1 频散特性分析

考虑曲率半径ρα为1011 m、ρβ为0.01 m，孔隙
度β0 为0.1的情况进行仿真。由式 (12)可得孔隙介
质圆柱纵向表面波的相速度频散曲线，如图 2所示。
从图 2中可以看出，表面波频散曲线在低频段呈现
先下降后上升趋势，与高频段有明显差别，这主要

是由于表面波沿深度方向衰减，能量随深度增加

会急剧减小，而在低频时不满足此条件。因此本文

忽略低频时的情况，选取 0.2∼6 MHz频率范围进行
分析，得到表面波相速度和群速度频散曲线分别如

图 3(a)和图 3(b)所示。从图 3(a)中可以看出，纵向
表面波的相速度随着频率的增大而增大，在低频段

有比较明显的频散，但当频率足够大后，相速度逐渐
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图 2 孔隙介质圆柱纵向表面波的相速度频散曲线

Fig. 2 The dispersion curve of longitudinal sur-
face wave

趋于稳定值 (接近于孔隙介质的平面Rayleigh 波速
度，孔隙度β0为0.1时约为2347 m/s)。从图3(b) 中
可以看出，群速度在 1 MHz后基本趋于稳定，这是
由于相速度在高频时频散显著减小并逐渐趋于稳

定，因此群速度也不再变化。
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(a) 0.2~6 MHz  

(b) 0.2~6 MHz

图 3 孔隙介质圆柱纵向表面波的相速度和群速度

频散曲线

Fig. 3 Phase velocity and group velocity disper-
sion curves

下面对比圆柱导波特性，利用柱坐标系推导了

孔隙介质圆柱纵向导波的频散方程，得到相速度频

散曲线如图 4所示。从图 4中可以看出，纵向导波有
很多模态，其中最低模态在高频时趋于稳定。从导

波频散曲线中提取最低模态与上面计算的表面波

频散曲线进行对比，如图 5(a)所示，可以看出，两
条频散曲线在低频时有一定差异，原因与上述分析

相同，表面波计算不适合低频，但高频时基本重合。

选取0.2∼6 MHz频率范围的频散曲线，如图5(b)所
示。从图 5(b)中可以看出，导波最低模态和表面波
的频散曲线具有相同趋势，随着频率的增大，相速度

小幅度增大，且当频率足够大后，两曲线逐渐重合。

此结果表明，当频率足够大时，孔隙介质圆柱纵向
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导波最低模态的相速度接近纵向表面波速度。柱坐

标系下的导波求解复杂繁琐，在分析表面波特性时

需要计算出全部模态后再提取最低模态频散曲线；

利用正交曲线坐标系进行求解，可直接得到表面波

频散曲线，针对性更强，计算更加简单方便且准确

度高。
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图 4 孔隙介质圆柱纵向导波的相速度频散曲线

Fig. 4 The dispersion curve of longitudinal guided wave
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图 5 不同频率范围内导波最低模态与表面波频散

曲线对比

Fig. 5 The comparison of dispersion curves be-
tween the lowest mode of guided wave and the
surface wave

2.2 曲率半径对表面波频散的影响

考虑均匀圆柱，曲率半径ρα无穷大，即近似为

一条直线，可认为是圆柱的母线。本节分别选取了

曲率半径ρβ为0.005 m、0.01 m和 0.03 m的情况进
行分析，得到频散曲线如图6所示。从图 6中可以看
出，曲率半径并不影响频散曲线的整体趋势，但同频

率下表面波的相速度随曲率半径ρβ的增大而增大。

曲率半径越大意味着圆柱越接近于平面，相速度也

就更快趋向于稳定值。当频率足够大后，3条曲线逐
渐重合，此时纵向表面波相速度趋近于孔隙介质的

平面Rayleigh波速度。
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图 6 不同曲率半径 ρβ下的表面波频散曲线对比

Fig. 6 Dispersion curves with different curvature
radius

2.3 孔隙度对表面波频散的影响

保持其他参数一致，选取孔隙度β0分别为

0.05、0.1和 0.15的情况进行分析，得到频散曲线如
图7所示。从图 7中可以看出，频率较低时 3条曲线
基本重合，此时孔隙度对相速度频散的影响较小。

随着频率增大，曲线开始分离，此时同一频率下表面

波相速度随着孔隙度增大而减小。可以注意到，3条
曲线最后趋于稳定的数值各不相同，这主要是因为

孔隙度直接影响体波波速，孔隙度增大，表面波相速

度随之减小。

2.4 孔隙度对表面波衰减的影响

孔隙介质具有耗散作用，表面波在传播方向会

产生一定衰减，其波数可以表示为k = kr + i × ki，

通常认为实部代表传播，虚部代表衰减；此外

本文沿用了Parra等 [18]定义的瑞利波衰减因子

Q−1 = 2ki/kr。图8和图9分别为孔隙度β0 = 0.05、

β0 = 0.1和β0 = 0.15时表面波衰减曲线图和衰减

因子变化图。从图 8中可以看出，当孔隙度相同时，
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纵向表面波衰减随着频率的增大而增大，其原因可

能是频率的增大导致孔隙介质中流体的耗散作用

由黏滞力转化为惯性力为主；当频率相同时，表面波

的衰减随孔隙度的增大而增大，孔隙度的增大意味

着孔隙介质中的流体含量增多，导致其耗散能量也

增大，从而引起表面波更大的衰减。从图 9中可以
看出，衰减因子随频率增大而减小，表明在同一孔隙

度下，衰减因子越小表面波的衰减反而越大。
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图 7 不同孔隙度下的表面波频散曲线对比

Fig. 7 Dispersion curves with different porosity
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图 8 不同孔隙度下的表面波衰减曲线对比

Fig. 8 Attenuation curves with different porosity

0 2 4 6
/MHz

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Q
-
1
/
1
0
-
3

β=0.05

β=0.10

β=0.15

图 9 不同孔隙度下的表面波衰减因子变化

Fig. 9 Attenuation factor with different porosity

3 结论

本文利用正交曲线坐标系，系统地研究了孔隙

介质圆柱纵向表面波的传播特性。首先在正交曲线

坐标系下推导出纵向表面波的频散方程，得到相应

的频散曲线，结果表明表面波相速度随频率的增大

而增大，且最终趋向于孔隙介质的平面Rayleigh波
速度。然后，对比了纵向导波最低模态与纵向表面

波的频散曲线，发现当频率足够大时，导波最低模态

的相速度趋近于表面波速度。最后，分析了曲率半

径对表面波频散的影响，以及孔隙度对表面波频散

和衰减的影响。结果表明，同频率下表面波相速度

随曲率半径的增大而增大，且当曲率半径足够大时

频散曲线几乎与平面Rayleigh 波速度相同。当孔隙
度变化时，表面波的频散和衰减都会受到明显影响：

在同一频率下，表面波相速度随着孔隙度的增大而

减小，且孔隙度直接决定体波速度大小，导致不同孔

隙度下的相速度频散曲线最终趋向的稳定值各不

相同；表面波因孔隙介质的耗散作用在传播方向会

产生衰减，且衰减随着孔隙度增大而增大。
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