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摘要 本文研究了平面波在一维准周期声子晶体中的传播
,

引进局部化因子的概念研究了结构的带

隙特性和局部化特征
,

利用 认勺If 方法给出了局部化因子的表达式并用传递矩阵法计算了局部化因

子
,

考查了平面波垂直入射和斜入射的情形
,

并与相应的周期结构及随机失谐结构进行了比较
.
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1 引言

自从 甄 b zo n o v it e h [` ] 和 J o h n [2 ] 分别独立

提出光子晶体的概念以来
,

周期结构的波传播
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问题就被人们广泛关注
。

进而在光子晶体的基

础上 lK
l hs w ah

a
等 因 又提出了声子晶体的概

念
。

声子晶体是相对于光子晶体而言的
,

是具有

研究方向
:

声子晶体中波的传播
。
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声带隙特点的周期结构
,

弹性波在其中传播时

会产生声子禁带或称为声子带隙
,

在带隙内弹

性波被禁止传播
。

声子晶体的这一特性使得其

在许多领域有着潜在的应用
,

因而受到众多学

者的关注并已取得了许多的研究成果 [4一 6 }
,

对

于具有缺陷 [7一 9}和失谐 l0[
,

川 的周期结构中弹

性波的局部化 l[ 2 } 的研究也取得了若干成果
。

自从 1 9 5 4 年 s h e e h t m a n [’ 3 ] 等人发现了具有 5

次对称轴的准晶体后
,

介于周期结构和无序系

统的中间情况的准周期结构 l[ 4 }引起了人们的

广泛重视
。

朱敏等 ls[ ] 研究了光波在准周期结

构中的带隙结构 ; 罗青 l[ 6 ]研究了声波在由水和

空气两种介质组成的一维准周期结构中的传播

情况 ; 方云团等 l[ 7 1研究了声波在固体一 气体

所组成的球状准周期结构中的传播
。

以上研究

只考虑了一维纵波的传播
,

没有考虑纵横波藕

合的复杂情况
,

并且都是利用透射系数来描述

结构的能带特征
。

本文通过引进局部化因子 l[ s]

的概念
,

针对弹性波在由两种固体介质所组成

的一维准周期声子晶体中的传播特点和局部化

现象进行了研究
,

考虑了波沿任意方向传播的

情况
,

因此将考虑纵波和横波藕合的情况
。

{
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平面波
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准周期结构示意图
即.120]

.

的波动方程

勺 2 二 _ 上
: 甲蝙 二

丫 。 2 丫 , ’

丫

式中 v Z = 口2

户
x Z + 口2户、 2

, e : =

一

劝 ( 1 )

了入+ 2科 / p

2 问题的描述及方程的求解

本文所研究的一维准周期声子晶体是由两

种材料 A 和 B 按 F ib o n a e e i 序flJ I` 9 ] 排fIJ 的

层状结构
,

层厚分别为
a l
和

a :
。

假定初始

状态为
:

5 1 = A
,

凡 = A B 则 iF b o n ac ic 序列可

以描述为 夙+ 1 二 又又
一 1 ,

例如
:

凡 = A B A
,

凡 = A B A A B
,

5 5 = A B A A B A B A
,

…
,

其中下标
乞表示第 i 代 iF b on ac ic 序列

。

本文将研究平面

波在如上所述的一维准周期声子晶体中传播的

特性
,

计算中以每两层作为一个单胞
,

整个准

周期结构共有 n 个单胞组成
,

如图 1所示
。

考查平面波以任意方向 00 入射图 1 所示

的准周期声子晶体
,

此时要考虑纵波和横波的

藕合
。

通过引进势函数 沪和 劝进行解藕
,

其

中
,

沪 为标量势
,

劝为矢量势
,

转而求解如下

和 cT = 、 /
丽 分别是纵波和横波的波速

,

入

和 科是 L a m e

常数
,

p 为材料质量密度
。

考虑

sn ell 定律
,

沪和 叻可表示为
:

沪;

(
x : ,

驹
,

t ) = 乌 (肠 )
e x p (乞k

。 s in o 。与 一 i二 t )
,

呜 (
x , ,

、 ; ,

艺) = 黔(马 )
e x p (乞k

。 s i n o 。与 一 乞、 t )

(2 )

其中
,

产 = 一 1
。

将方程 (2 ) 代入方程 ( l) 可

得到简谐波对应的 甲 和劝的表达式
,

进行无量

纲化有
:

沪;

(易
,

场
,

亡) = 【A
l e x p (一乞

a 、 : ,

易)+

A : e x p (乞a g: ,

易)」
e x p (乞

a s i n o。肠 一 乞。艺)

劝
;

(易
,

场
,

t ) = 【B
l e x p (一乞a 。二

;

易)+

B : e x p ( i a g二 ,

易)」e x p (乞
a s i n 夕。场 一 乞山 t ) (3 )

其中易 = 肠 /“
1
和 场 = 驹 /。

:

为无量纲坐

标
,

。 ,

为第一层厚度的均值
,

自为厚度方向

的无量纲坐标
,

0 毛肠 廷 心
,

心 = 内瓜
1

为无

量纲厚度 ; A : 、

A Z 、

B l
和 B : 是未知系

数
,

需通过边界条件确定; a = k砰
1
为入射

波的无量纲波数
,

无。 为入射波的波数 ; q句 =

00
,

q巧

为频率
, c。

为人射波波速
,

下标 j = 1
,

2 分别表

示子层 A 和子层 B
。

3 传递矩阵和局部化因子

由各单胞子层间左右两端状态向量之间的

关系以及两子层界面处的边界条件可得第 无个

单胞和第 无+ 1个单胞间的传递矩阵 T 、 :

T 、 = T
` Z T

` :
(4 )
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其中
,

T’ ;
为各单胞子层间的传递矩阵

,

, =

1
,

2 表示子层 1 和子层 2
,

T 、 为 4 x 4 阶的矩

阵
。

P 波垂直入射即 0。 = 0 时
,

状态向量中

只有两项
,

传递矩阵为 2 x Z 阶
,

可以由 4 x 4

阶的传递矩阵简化而得到
。

本文将工程结构振动局部化间题研究中定

义的局部化因子的概念 l[ “ }引入到声子晶体的

波传播问题中
,

该因子定义为最小的 L y ap
u n

vo

指数 咚’ }
。

L ya p u n
vo 指数是对相空间中相邻相

轨线的平均指数发散程度或收敛程度的度量
,

它定量地对动力系统的力学行为进行了有力的

描述 即 ]
。

研究周期结构中弹性波的传播和局

部化时
,

引用 L y ap u on
v

指数的概念
,

可以提

供一种关于弹性波幅值衰减程度的度量指标
。

局部化导致波动幅值沿失谐周期结构渐近地以

空间指数形式衰减
,

而相应的波动幅值的空间

指数衰减常数称为局部化因子
。

因此
,

局部化

因子用来表示弹性波沿周期结构传播时
,

波动

幅值的空间指数衰减程度 2sI ]
。

根据周期结构的对称性
,

可以证明 L ya
-

p u n o v

指数总是以互为相反数的关系成对出

现 lz[ ]
。

若周期结构的传递矩阵的阶数为 Zm x

Zm
,

则可将 L y ap
u n

vo 指数按从大到小的顺序

排列为
:

守1 ) 湘 ) … ) 守m ) 守二+ 1

(=
一守。 )

全 甲。 + 2
(= 一耘

一 1
) ) … ) 守2。 (= 一守1

) ( 5 )

在经过知皆声带隙结构的每个单胞时
,

其幅值

以指数
e 一吮 衰减

,

而能量以指数
e 一 2湘 衰减 ;

当弹性波传遍整个结构后
,

其幅值相对于初始

幅值的衰减幅度为
e 一 “ 湘

,

能量相对初始能量的

衰减幅度为
e 一 2” ”

。

而对于垂直入射情况
,

最

大的 L y ap
u
on

v
指数 守: 就等于局部化因子

。

4 数值计算与分析

其中
,

最小正 L y ap
u
no

v
指数 行司代表了幅值

衰减程度最弱的波
,

它在结构中传播的距离最

远
,

沿结构传输的能量也最远
,

刻画了系统中

弹性波主要的衰减特性
,

因此局部化因子由最

小正 L y ap
u
on

v
指数 守。 来确定

。

利用 wo lf 方法 即 ] 可给出周期结构中局

部化因子 (守m ) 的表达式
:

一
户

,

一l
六
`、 、 一r

标 = ”

匹飞石乙
`

n1l 呢风二…} (o)

其中向量 公
轰

,

二 的定义见文献 !24 ]
。

本文中二 -

2
,

因此最小正 L y ap
u
on

v
指数 守: 在数值上就等

于局部化因子
。

计算出局部化因子后
,

则弹性波

本文以 P b (材料 )A 和 E p ox y (材料 B ) 组

成的一维准周期声子晶体为例给出算例
,

考查

局部化因子在不同情况下随无量纲波数 a 的变

化
。

为简便令 C : = e 。
/
e L I ,

姚 = e。
/
e L Z ,

偏 =

c0 /cT
I
和 负 = c0 /cT

:
。

分别计算了 P 波垂直

入射和斜入射的情况
,

并与相应周期结构的情

况进行了比较
。

.4 1 垂直人射
,

由公式 (6 ) 可知局部化因子的计算应取 。

为无限大
,

但实际计算时只能取有限值
,

所以

为确定取多大 。 值能够反映波传播的特性
,

我

们先考查平面波垂直入射时
,

单胞数对局部化

因子的影响
,

分别取 二= 7 2
,

1 4 4
,

6 2 8 和 2 16 0 (即

1 4 4
,

2 8 8
,

1 2 5 6 和 4 3 2 0 层 )
,

计算结果如图 2 所

示
。

图中局部化因子为零的区间为通带
,

局部化

因子大干零的区间为禁带区间或称为带隙
。

从

图中可以看出随着单胞数的增多
,

局部化因子

的值逐渐稳定
,

结构的频带特性逐渐显现
。

例如

在区间 a 任 (0
,

l) 之间当单胞个数为 72 时
,

此

区间仍显示为禁带区间
,

随着 n 的增大
,

局部

化因子逐渐减小
,

弹性波的衰减程度降低
,

当

单胞数为 2 16 0针局部化因子的值已非常稳定

并趋于零
。

在另外几个区间如 a 任 (3
.

0
,

3
.

4 )和

a 任 (.8 0
,

.8 5) 中都有类似情况出现
。

这说明取
n 二 2 16 0 已经可以很好地反映能带结构特征

。

以下计算比较准周期
、

周期与随机失谐声

子晶体的能带结构特征
,

取单胞数为 2 1 6 0
,

结

果如图 3 所示
。

图中三条曲线分别代表准周期

结构
,

相应的周期结构以及子层 1厚度符合均

匀分布的失谐周期结构
,

失谐度为 .0 02
,

其中
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失谐周期结构的局部化因子的计算可以参考文

献 【24 ]
。

图中比较明显的特征是在周期结构大

的带隙区间内准周期结构把此带隙区间一分为

二
,

并且几乎是在带隙中点进行平分
。

如在区

间 a 任 (3
·

5
,

5
·

8 ) 和 a 任 (1 0
.

2
,

1 2
.

3 ) 内
,

周期结

构有一个带隙
,

而准周期结构则有两个带隙
,

中

间有一很窄的通带
。

另外可以看出周期结构的

通带比准周期结构的宽
。

从图 3 中可以看出
,

周期结构存在失谐时
,

会出现波动的局部化现

象
,

即原来的通带区间转化为带隙
。

如图中所

示区间 a 任 (.5 8
,

.6 4 ) 和
a 任 ( 7

.

7
,

.8 6 )
,

对于周

期结构来说局部化因子等于零
,

是通带区间 ;

当结构出现失谐
,

即失谐度为 0
.

02 时
,

这两个

区间中出现局部化因子大于零的情况
,

出现带

隙
。

对于准周期结构
,

在相同的两个区间内可

以看出它本身就具有局部化的现象
,

这是准周

期系统自身的特点决定的
。

另外
,

在考虑的频率

区间内点线几乎都在实线下方
,

这说明准周期

结构中弹性波的衰减程度要比周期结构的小
。

一一周期结构构
一一失谐周期结构构·· `

’

“
准周期结构构

图 3 三种结构中局部化因子随无量纲波数的

变化情况

睿
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刀二 14444
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一
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仪

图 4 周期结构与准周期结构的响应比较

4
.

2 4 0
0

斜人射

计算了入射角为 40
“ ,

lC = 1
.

0 时
,

分别用

局部化因子表示的频带区间和 P 波透射第 8 代

F ib o n ac e i序列的透射波幅值
,

如图 5 所示
。

从
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图 2 垂直入射时层数的影响 14
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同时我们计算了 P 波垂直入射第 8代 iF
-

b o n ac ic 序列时的透射波幅值情况以及相应周

期结构的幅值
,

如图 4 所示
。

其中图中实线表

示周期结构
,

虚线表示准周期结构
,

可以看出

准周期结构的能带宽度比周期结构小
,

但是能

带数目比周期结构多
。

另外
,

周期结构的透射

系数在峰值处等于 1
,

但准周期的透射系数在

某些峰值处小于 1
,

透射波系数图所反映的能

带特征与前面的局部化因子完全一致
。

1
.

0

君 0
.

8

0
.

6

0 4

0
.

2

0
.

0

:::

} {
. :::::

图 5 入射角为 40 度时准周期结构的局部化因子和

响应
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图中可以看出用两种方法计算的频带区间十分

吻合
,

局部化因子为峰值时对应的透射 P 波幅

值近似为零
,

局部化因子较小时就对应一个幅

值凸起
。

可以看出平面波 4 00 斜入射时
,

结构

的能带数目比垂直入射时的多
,

但能带宽度相

对较小
。

K
u s h w a h a M S

,

H a l e v i P
,

M a r t i n e z G
, e t a l

i e a l eR
v i e w B

,

1 9 9 4
,
4 9 (4 )

: 2 3 13 一 2 3 2 2
.

【6 } T s u n g
一

T s o n g W白
,

2 1
一

G
u i H u a n g

, a n d

.

P h y s -

5
.

L i n
.

5 结论

本文通过引进局部化因子的概念描述了平

面波在一维准周期声子晶体中的传播和局部化

特性
,

并与相应的周期结构及失谐周期结构进

行了比较
。

利用传递矩阵的方法计算了局部化

因子
,

考虑了平面波垂直入射和斜入射两种情

况
。

用传递矩阵法计算局部化因子要比直接

用传递矩阵法计算结构响应稳定的多
,

因此可

以计算任意多层数的准周期结构的频带特性
。

通过计算分析可以看出
:

( l) 利用局部化因子的概念可以很好地描

述弹性波在准周期结构中的传播性质 ;

(2 ) 准周期结构的能带宽度比周期结构

小
,

但数目比周期结构多;

( 3) 准周期结构中弹性波的衰减程度要比

周期结构的小
;

(4 ) 准周期结构本身就具有失谐周期结构

才具有的波动局部化现象
。
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