
*国家自然科学基金项目(11804085)资助的课题.
†lysh507@163.com

谐振势阱中旋转广义玻色系统的热力学性质*
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【摘要】 以非广延Tsallis统计理论为基础,导出了广义玻色-爱因斯坦统计分布表达式,并用其分别讨论了三维和

二维谐振势阱约束的旋转广义玻色气体的热力学性质.结合系统粒子数、玻色-爱因斯坦凝聚(BEC)临界温度、基态

粒子占据率和比热等物理量的解析表达式,分析了非广延参数和势阱旋转频率等因素对系统热力学性质的影响.
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1 引  言

大量研究者已经基于广延的统计理论研究了谐

振势阱中的旋转玻色系统的热力学行为[1-4],从理论

上给出了空间维度、有限尺度效应和粒子间相互作

用等因素对系统热力学性质的影响,揭示了热力学

参量与这几个因素之间的普遍关系,为实验上操控

旋转玻色系统提供了理论依据.
最近,非广延统计物理也得到了较好的发展,它

是传统的广延统计物理的一个延伸和拓展.由于它

能够解释广延统计物理无法解释的一些奇异现象,
因此迅速成为基础物理研究的热点.Tsallis统计作

为非广延统计的核心和代表,以其简洁的形式和广

泛的适用性赢得了人们的日益关注.研究者利用

Tsallis统计在非线性系统[5]、铁磁性系统[6,7]和相

空间量子力学系统[8,9]等方面取得了许多重要的成

果.陈金灿课题组[10-13]基于非广延Tsallis理论,通
过严密的数学推导,给出了谐振势阱中广义理想玻

色和费米系统的各热力学参量在Tsallis理论中的

合理表述形式.这些表达式较好的吻合了教科书中

许多重要的结论,引起了国内外同行的高度关注.但
它们的研究中尚未涉及旋转效应的影响,鉴于旋转

在破坏和压制玻色气体到达玻色-爱因斯坦凝聚

(BEC)态及探测其量子性质中起着举足轻重的作

用,因此旋转广义玻色系统热力学性质的研究值得

特别关注.
基于此,本文将以非广延Tsallis统计理论为基

础建立谐振势阱中的旋转广义玻色系统模型,探索

非广延参数和旋转频率对旋转广义玻色气体热力学

性质的影响,并将所得结果进行归纳概括,以期能够

对对一整类玻色气体(包括广延和非广延的情况)的
热力学性质进行统一的描述.

2 三维谐振势阱中旋转广义玻色系统的热

力学性质

2.1 原理与计算

根据Tsallis熵的表达式

Sq =kB

1-∑
W

i=1p
q
i

q-1
,

利用因式分解法取近似,可求得广义玻色—爱因斯

坦分布函数

nq =
1

1+ q-1  βε-μ    1/(q-1)-1
. (1)

其中,pi 为处在第i个量子态的粒子动量,W 是系

统的总量子态数.nq 为能量为ε的微观状态的平均

粒子占有数,μ为该广义玻色系统的化学势.当q趋

近于1时,(1)式将过渡到经典玻色—爱因斯坦统计

分布.
在三维谐振势阱中,旋转广义玻色气体的单粒

子哈密顿为

H =
P
⇀

-A
⇀

  2

2m +         

1
2m ω2

0-Ω2  x2+y2  +
1
2mω2

zz2. (2)

m 为粒子质量,P 为动量,谐振势阱的横向特征频

率是ω0,轴向特征频率是ωz ,谐振势阱沿z轴的旋

转频率是Ω.由旋转引入的对称规范下的矢量势可

表示为A
⇀

=m Ω
→
×r

⇀

  .(2)式和磁场中运动的单位

带电粒子的哈密顿相似,旋转的作用相当于对系统

引入等效磁场B
⇀

=2mΩ
→
.

采用托马斯-费米准经典近似,用相空间的积分

替代量子态的求和,可以求出 H ≤ε 的量子态总

数为

∑ε  =
1
h3∭

H≤ε
∏
3

i=1
dridpi  =

ε3

3!ћ3 ω2
0-Ω2  ωz

. (3)

  三维谐振势内旋转广义玻色系统态密度的表达

式可由(3)式得出

Dε  =
ε2

2!ћ3 ω2
0-Ω2  ωz

. (4)

  系统的总粒子数可以写成

N =N0+∫nqDε  dε=      

N0+
1
x3

s

π3/2

m/2  3/2gq,3zq  . (5)

其中zq = 1+ 1-q  βε-μ    1/(1-q) 称为广义

逸度,xs =β
h2 ω2

0-Ω2  ωz  2/3

2mπ  
1/2

称之为广义

热波长,它和参数q无关.N0 为广义玻色系统中处

于最低能级粒子的数目.引入的玻色积分为

gq,λ zq  =
∑
∞

j=1

zj+ 1-q  λ
q

1-q  λ
Γj/1-q  +1  

Γj/1-q  +λ+1  
,q<1  

∑
∞

j=1

zj- q-1  λ
q

q-1  λ
Γj/q-1  -λ  
Γj/q-1    

,q>1  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

(6)
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(5)式中的gq,3zq  可由(6)式取λ=3得到.为了

使gq,3zq  的值为正数,需满足q<4/3.由(6)式
可以看出,gq,λ zq  是zq 的单调增函数,当μ=0
时,zq =1,这时gq,λ zq  达到最大值.

当T ≥Tq,c 时,系统大多数粒子处于激发态,
处于基态的粒子数在宏观上可以忽略不计,由此可

以得到激发态的粒子数为

N ≈Ne =
1
x3

s

π3/2

m/2  3/2gq,3zq  =

1
x3

s,c

π3/2

m/2  3/2ζq 3  . (7)

xs,c =
1

kBTq,c  h2 ω2
0-Ω2  ωz  2/3

2mπ  
1/2

称为达

到BEC临界温度时的广义热波长.广义临界温度的

定义和经典的BEC临界温度,即q=1时的定义相

同,可写成

Tq,c =
1
kB

Nћ3 ω2
0-Ω2  ωz

ζq 3  
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/3

, (8)

其中

ζq λ  =
∑
∞

j=1

1
1-q  λ

Γj/1-q  +1  
Γj/1-q  +λ+1  

,q<1  

∑
∞

j=1

1
q-1  λ

Γj/q-1  -λ  
Γj/q-1    

,q>1  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

(9)
称之为广义黎曼-泽塔函数.(8)式中的ζq 3  可由

(9)式中令λ=3得到.当q=1时,(9)式就成为黎

曼-泽塔函数,即

lim
q→1

ζq λ  =ζλ  . (10)

  而(8)式变成

T1,c =
1
kB

Nћ3 ω2
0-Ω2  ωz

ζ3  
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/3

=Tc.(11)

  这正是旋转理想玻色系统在三维谐振势中

BEC临界温度的表达式[14].利用(8)和(11)式,可以

得到

Tq,c

Tc
= ζ3  

ζq 3  
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/3

. (12)

  当T <Tq,c 时,系统内有部分粒子会处于基

态,由(5)和(7)式求出处于激发态粒子数

Ne =N T
Tq,c  

3

, (13)

和基态凝聚部分的比例

N0

N =1-
T

Tq,c  
3

. (14)

  利用(4)式可以得到系统总内能

E=∫nqεDε  dε=
3

ћ3 ω2
0-Ω2  ωzβ4

gq,4zq  .

(15)

  当 T ≤ Tq,c 时,μ →0,此 时 gq,4zq  →

ζq 4  .联立(7)、(15)式得

E=3NkBT
T

Tq,c  
3ζq 4  
ζq 3  

. (16)

  当T >Tq,c 时,易得

E=3NkBT
gq,4zq  
gq,3zq  . (17)

  将 (16)、(17)式 代 入 比 热 的 定 义 式 CV

=
∂E
∂T
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

N,V
,则有

CV T ≤Tq,c  =12NkB
T

Tq,c  
3ζq 4  
ζq 3  

,(18)

CV T >Tq,c  =12NkB
gq,4zq  
gq,3zq  -9NkB

gq,3zq  
gq,2zq  .

(19)

  由(18)、(19)式知,临界温度Tq,c 处比热的突

变为

ΔCV

NkB

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

T=Tq,c

=9ζ
q 3  

ζq 2  
. (20)

2.2 结果与讨论

基于 (6)、(8)、(12)、(13)、(14)、(16)、(17)、

(18)、(19)和(20)式,可以得到以下几点结论:

(a)由(8)式知,旋转频率越小,BEC临界温度

就越高.同样,非广延参数变小也会导致BEC临界

温度变高.
(b)由(13)式知,当温度和非广延参数相同时,

旋转频率越小,基态粒子的凝聚比例越大.温度与旋

转频率相同时,非广延参数变小也会导致基态粒子

凝聚比例增大.
(c)由(16)、(18)式知,当T ≤Tq,c 时,若保持

温度与非广延参数相同,旋转频率越小,内能与比热

越小.
(d)由(20)式知,比热在BEC的临界温度点是

不连续的.
(e)Tsallis统计理论是在量子统计基础上发展

起来的,当非广延参数退化到1时就可以得到原来

BEC理论的所有结果.
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3 二维谐振势阱中旋转广义玻色系统的热

力学性质

近年来,人们对低维系统也进行了深入的研究,
低维系统的性质逐渐为人们所熟知,并且被广泛应

用,低维玻色系统也是有待探索的领域之一.二维谐

振势阱中,旋转单粒子粒子哈密顿为

H =
P
⇀

-A
⇀

  2

2m +
1
2m ω2

0-Ω2  x2+y2  .

(21)

  采用和三维谐振势阱相类似的推导方法,基于

托马斯-费米准经典近似求得

∑ε  =
1
h2∬

H≤ε
∏
2

i=1
dridpi  =

ε2

2!ћ2 ω2
0-Ω2  

. (22)

  上式对ε求偏导可求得态密度为

Dε  =
ε

ћ2 ω2
0-Ω2  

. (23)

  粒子数为

N =N0+
1
x2

s

π
m/2  gq,2zq  . (24)

其中广义逸度为zq=[1+(1-q)β(ε-μ)]1
/(1-q),

广义热波长为xs=β
h2 ω2

0-Ω2  
2mπ

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/2

,它和参数q

无关.gq,2zq  可由(6)式取λ=2得到.
当T ≥Tq,c 时,

N ≈Ne =
1
x2

s

π
m/2  gq,2zq  =

1
x2

s,c

π
m/2  ζq 2  .

(25)

其中xs,c =
1

kBTq,c  h2 ω2
0-Ω2  
2mπ

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/2

称为达到

BEC临界温度时的广义热波长.ζq 2  可由(9)式
取λ=2得到.广义临界温度为

Tq,c =
1
kB

Nћ2 ω2
0-Ω2  

ζq 2  
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/2

. (26)

  当q=1时,上式退化为

T1,c =
1
kB

Nћ2 ω2
0-Ω2  

ζ2  
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/2

=Tc. (27)

  此为旋转玻色系统在二维谐振势中临界温度的

表达式[15].利用(26)和(27)式,可以得到

Tq,c

Tc
= ζ2  

ζq 2  
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/2

. (28)

  由(24)和(25)式,可以得到处于激发态粒子的

数目为

Ne =N T
Tq,c  

2

. (29)

  基态粒子的凝聚比例为

N0

N =1-
T

Tq,c  
2

. (30)

  系统总能量为

E=
2

ћ2 ω2
0-Ω2  β3

gq,3zq  . (31)

其中gq,3zq  为(6)式中令λ=3得到.
当T ≤Tq,c 时,由(25)和(31)式得

E=2NkBT
T

Tq,c  
2ζq 3  
ζq 2  

. (32)

当T >Tq,c ,则有

E=2NkBT
gq,3zq  
gq,2zq  . (33)

  将(32)、(32)式代入比热定义式,则有

CV T ≤Tq,c  =6NkB
T

Tq,c  
2ζq 3  
ζq 2  

,(34)

CV T >Tq,c  =6NkB
T

Tq,c  
2gq,3zq  
gq,2zq  -

4NkB
gq,2zq  
gq,1zq  . (35)

  BEC临界温度处比热的跳变为

ΔCV

NkB

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

T=Tq,c

=4ζ
q 2  

ζq 1  
=0. (36)

  显然,二维谐振势阱中旋转广义玻色气体的

BEC临界温度、基态粒子占据率和比热的表达式同

三维的情形在形式上相似.其区别在于,二维谐振势

阱下的比热在BEC临界温度点处是连续的[14,15].

4 结  论

本文以非广延统计理论为基础,推导出广义玻

色-爱因斯坦分布表达式,并详细分析了处于三维和

二维谐振势阱中旋转广义玻色系统的热力学性质.
研究发现,处于谐振势阱中的旋转广义玻色系统热

力学性质不仅与非广延参数q、空间维数有关,而且

与旋转频率有关.旋转频率越小,BEC临界温度越

高.同样,非广延参数变小也会导致BEC临界温度

变高.温度与非广延参数相同时,旋转频率越小,基
态粒子的凝聚比例越大.温度与旋转频率相同时,非
广延参数变小也会导致基态粒子的凝聚比例增大.
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当T ≤Tq,c 时,若保持温度与非广延参数相同,旋
转频率越小,内能与比热越小.三维谐振势阱的旋转

广义玻色系统比热在BEC临界温度点不连续,二维

谐振势阱则是连续的.
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