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从混合态构造相应的系统-热库纠缠纯态的新方法
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【摘要】 在量子统计学和低温物理学中,常用密度算符(或混合态)来表示物理系综.本文旨在提出一个新方法能

将混合态转化为系统与热库相纠缠的量子纯态,这样做不但可以彰显环境对系统的影响,探寻新的物理态,尤其是

纠缠态,而且能将求系综平均的复杂计算转化为较为简洁的求纯态平均.我们的新方法是将相干态和有序算符内

的积分理论结合起来,就可直接将混合态扩充为自由度加倍的纯态.
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【Abstract】 Inquantumstatisticstheoryandlowtemperaturephysics,weusuallyusedaredensityoperators(or
mixedstates).Weproposeanewapproachforconstructingthecorrespondingsystem-thermoenvironmentpure
entangledstatefromamixedstate.Inthiswaywecannotonlyexhibittheaffectionfromtheenvironmenttothe
system,butalsocanfindnewentangledstateandsimplifythecalculationofensembleaveragetoevaluatingthepure
stateexpectationvalue.Ournewmethodliesincombiningcoherentstateandthetechniqueofintegrationwithin
orderedproduct(IWOP)ofoperators.Thepureentangledstateisdefinedinreal-fictitioustwo-modespace.
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1 引  言

在量子统计学和低温物理学中[1-4],常用密度算

符(或混合态)来表示物理系综.例如,最常见的频率

为ω的混沌玻色场(声子场)的密度算符ρc 是

ρc= 1-eλ  eλa†a,λ=-βћω,β=
1
kT

(1)

k是Boltzmann常数,T为系统的温度,a†a是玻色

子数算符,a,a†  =1.普朗克的玻色统计分布公式

就可以从求tra†aρc  导出.本文旨在提出一个新

方法能将混合态转化为系统与热库相纠缠的量子纯

态,以这样的方式引入热库,可以彰显环境对系统的

影响,并能探寻与构建新的物理态,尤其是量子纠缠

态,而且能将求系综平均的复杂计算转化为较为简

洁的求纯态平均.我们的新方法是将相干态和有序

算符内的积分理论(IWOP)[5]结合起来,就可直接

将混合态扩充为自由度扩充一倍的纯态.

2 混沌玻色场对应的系统-热库纠缠纯态

先简略介绍如何将相干态完备性纳入有序算符

内的积分.相干态 z>的定义是[6]

|z>=exp- z 2/2+za†  |0> (2)

  其完备性用真空投影算符的正规乘积形式

|0><0|=:e-a†a: (3)
和IWOP方法就改写为

∫d2z
π |z><z|

=∫d2z
π
:exp- z 2+za†+z*a-a†a  :

=∫d2z
π
:e- z*-a†  z-a  :=1 (4)

  另一方面ρc 的正规乘积展开是

ρc= 1-eλ  :exp eλ-1  a†a  : (5)
记

eλ=e-βћω ≡tanh2θ (6)

  于是就可以把混沌玻色场的密度算符ρc 改

写为

ρc=sech2θ:exp-sech2θa†a  :

=sech2θ∫d2z
π
:e- z 2+a†z*tanhθ+aztanhθ-a†a:

=sech2θ∫d2z
πea†z*tanhθ|0><0|eaztanhθe- z 2(7)

  引入虚模相干态|z>=exp- z 2/2+za†  |

0>,|0>是虚模真空态,a|0>=0,则由

e- z 2/2=<0|z> (8)
和虚模相干态的完备性

∫d2z
π |z><z|=1,a|z>=z|z> (9)

  可将(7)式变成

ρc=sech2θ∫d2z
π
<z|ea†z*tanhθ|0,0><0,0|eaztanhθ|z>

=sech2θ∫d2z
π
<z|ea†a†tanhθ|0,0><0,0|eaatanhθ|z>

=sech2θtr∫d2z
πea†a†tanhθ|0,0><0,0|eaatanhθ|z><z|



 




=sech2θtr ea†a†tanhθ|0,0><0,0|eaatanhθ  (10)

  这里的tr 表示只是对虚模求迹.令

|ψβ  >=sechθea†a†tanhθ|0,0> (11)

  上式化为

ρc=∫d2z
π
<z|ψβ  ><ψβ  ‖z>

=tr∫d2z
π |z><z|ψβ  ><ψβ  |




 




=tr|ψβ  ><ψβ  | (12)

其中tr是指对虚模求迹,|ψβ  >就是一个纯态,而

且是个量子纠缠态,它将实模a† 和虚模a† 纠缠在

一起,相当于系统-热库的纠缠态.用这种方式我们

可以自然地对给定系统引入热库,而且 <ψβ  |
ψβ  >=1.

3 纠缠纯态|ψβ  >的应用

用纯态|ψβ  >比较容易计算混沌场玻色子数

平均值.用

a|ψβ  >=sechθaea†a†tanhθ|00>

=sechθa,ea†a†tanhθ  |00>=a†tanhθ|ψβ  >
(13)
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计算

<ψβ  |a†a|ψβ  >

=sech2θ<00|eaatanhθa†aea†a†tanhθ|00>

=tanh2θ <ψβ  |a†a|ψβ  >+1  (14)

考虑到|ψβ  >关于a† 与a† 是对称的,

<ψβ  |a†a|ψβ  >=<ψβ  |a†a|ψβ  >≡x
(15)

  所以(14)式就是x=tanh2θx+1  ,其解是

x=sinh2θ=<ψβ  |a†a|ψβ  >

=
1

1-e-βћωe
-βћω=e-βћω-1  -1 (16)

  这 就 是 普 朗 克 玻 色 子 分 布 公 式,与 计 算

trρca†a  的结果相同.
我们再用|ψβ  >计算混沌玻色场的熵,根据

熵的表式S=kTrρclnρc  ,利用|ψβ  >后,熵S
现在改为

S=k<ψβ  |lnρc  |ψβ  >

=k<ψβ  |ln 1-e-βћω  e-βћωa†a  |ψβ  >

=kln1-e-βћω  -kβћω<ψβ  |a†a|ψβ  >
(17)

  直接代人(16)式的结果,立即得到

S=kln1-e-βћω  +βћωe-βћω

e-βћω-1



 


 (18)

  可见,将混合态转换为系统-热库纠缠纯态的

方式,不但提供了一种物理思路,而且处理一些问题

是十分便利快捷的.
4 玻色场负二项式混合态对应的系统-热库

纠缠纯态

考虑数理统计中的负二项分布
n+s
n  γs+1

1-γ  n ,可以用Fock态|n>引入玻色场(声子

场)的负二项分布态(混合态)[7]

ρs=∑
∞

n=0

n+s  !
n!s! γs+11-γ  n|n><n|(19)

  用a|n>= n|n-1>容易证明

ρs=γs+1 1-γ  -s

s! as∑
∞

n=0
1-γ  n|n><n|a†s

=
1

s!ns
c!

asρca†s (20)

nc=
1
γ -1 (21)

ρc 即是(1)中的混沌玻色场

ρc=∑
∞

n=0
γ1-γ  n|n><n| =

γ=1-ef

1-ef  efa†a

(22)

  下面先将负二项式玻色场算符化为正规乘积形

式.利用|0><0|=:e-a†a:和(22)式以及相干态的

完备性关系,借助IWOP方法,可得

ρs=
1

s!ns
c
asρca†s=

1-ef

s!ns
c
asefa†aa†s

=
1-ef

s!ns
c∫

d2z
πasefa†a|z><z|a†s

=
1-ef

s!ns
c∫

d2z
πe

- z 2
2 asefa†aeza†e-fa†a|0><z|z*s

=
1-ef

s!ns
c∫

d2z
πe

- z 2
2 aseza†ef|0><z|z*s

=
1-ef

s!ns
c∫

d2z
π zef  sz*s:e- z 2+za†ef+z*a-a†a:

=
1-ef

s!ns
c
efs:∑

∞

l=0
eef-1  a†a n!  2a†aef  n-l

l! n-l  !  2
:

= 1-ef  s+1:eef-1  a†aLs -a†aef  :

=γs+1:e-γa†aLs γ-1  a†a  : (23)

  这里的Ls 是Laguerre多项式,其定义是

Ls x  =∑
s

l=0

-x  ln!
l!  2n-l  !

(24)

  利用式(23)以及Laguerre多项式的母函数

公式

1-z  -1exp
zx

z-1



 


 =∑
∞

l=0
Ln x  zn (25)

  不难验证

1-γ
γ ∑

∞

s=0
ρs

= 1-γ  ∑
∞

s=0
γs:e-γa†aLs 1-γ  a†a  :=1

(26)

  这是负二项式混合态的正规乘积形式.再求其

所对应的系统-热库纠缠纯态,用有序算符内的积分

方法,先考察aseλa†aa†s 即

aseλa†aa†s

=∫d2z
πas:exp- z 2+z*a†e

λ
2 +zae

λ
2 -a†a  :a†s

=∫d2z
πe- z 2

as‖z*e
λ
2><ze

λ
2‖a†s (27)

  这里,‖z*eλ/2>为未归一化的相干态.注意到

<0|z>=e- z 2/2,将(27)式化为
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aseλa†aa†s=∫d2z
πzsz*seλsez*a†eλ/2|0><0|ezaeλ/2<z|0><0|z>

=∫d2z
π
<z|zsz*seλsez*a†eλ/2|0,0><0,0|ezaeλ/2|z>

=∫d2z
π
<z|a†seλsea†a†eλ/2|0,0><0,0|eaaeλ/2as|z>

=eλstr∫d2z
πa†sea†a†eλ/2|0,0><0,0|eaaeλ/2as|z><z|



 




= 1-γ  str a†sea†a†eλ/2|0,0><0,0|eaaeλ/2as  (28)

  代人(23)式得到

ρs=
γ

s!ns
c
aseλa†aa†s

=
γs+1

s!tr
 a†sea†a†eλ/2|0,0><0,0|eaaeλ/2as  

(29)

  对照(10)式可知相应于玻色场负二项式态的系

统-热库纠缠纯态为

|ψβ  >s=
γs+1

s! a†sea†a† 1-γ|0,0> (30)

  注意相对于 |ψβ  >s 而言,虚模激发a†s 等价

于实模的湮灭,这与aseλa†aa†s 的表达式自洽;或者,
将(30)改写为

|ψβ  >s= γs+1∑
∞

n=0

a†a† 1-γ  n

n! |0,s>

=∑
∞

n=0

n+s
n  γs+11-γ  n |n,s+n>(31)

其中|n,s+n>=a†s+na†n|0,0>/ n! n+s  ! .
对 照 式 (19)式 可 见 (31)中 的 的 因 子

n+s
n  γs+11-γ  n 恰好是负二项分布系数

n+s
n  γs+11-γ  n 的开根号,所以 |ψβ  >s 确

实是一个纠缠纯态.而且可以用(30)式和相干态a|
z2>=z2|z2>直接证明:

s<ψβ  |ψβ  >s=
γs+1

s!
<0,0|aseaa 1-γ∫d2z1d2z2

π2 |z1,z2><z1,z2|a†sea†a† 1-γ|0,0>

=
γs+1

s!∫
d2z1d2z2

π2 z2 2sez1z2 1-γ+z*1z*2 1-γ- z2
2- z1

2
=
γs+1

s!∫
d2z2
π z2 2se-γ z2

2
=1 (32)

即纯态 |ψβ  >s 是归一化的.
由(30)式给出

a|ψβ  >s=
γs+1

s! 1-γa†s+1ea†a† 1-γ|0,0>

= 1-γ s+1
γ |ψβ  >s+1 (33)

  所以求a†a的纯态平均立即可得玻色子数分布

s<ψβ  |a†a|ψβ  >s

= 1-γ  s+1
γ s+1

<ψβ  |ψβ  >s+1

= 1-γ  s+1
γ =s+1  nc (34)

  注意到关系式

a2|ψβ  >s=
γs+1

s! 1-γ  a†s+2ea†a 1-γ|0,0>

=
1-γ  
γ s+1  s+2  |ψβ  >s+2 (35)

和

s<ψβ  |a†2a2|ψβ  >s=
1-γ  2

γ s+1  s+2  

=s+1  s+2  n2c (36)

  可知处于负二项式纠缠纯态的玻色子数涨落为

s<ψβ  |a†2a2|ψβ  >s- s<ψβ  |a†a|ψβ  >s  2

=s+1  nc+1  nc (37)

  负二项式纠缠态的二阶相干度为

s<ψβ  |a†2a2|ψβ  >s
s<ψβ  |a†a|ψβ  >s  2

=
s+2
s+1>1

(38)

5 结  论

本文采用相干态和有序算符内的积分理论,给
出了从混合态构造相应的系统-热库纠缠纯态的新

方法,这丰富了有限温度下的量子统计理论.
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