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【摘要】 研究两维轴对称有限深势阱中BEC的稳定性,利用变分法分别讨论了系统的基态和激发态特性.研究表

明系统存在塌缩态、束缚态和扩散态三种状态,并计算出系统状态发生变化的耦合常数的两个临界值,发现势阱的

形状与系统的稳定性紧密相关.同时在激发态下进一步讨论了原子间相互作用发生周期性调制的BEC的动力学

特性,分析发现有限深势阱中BEC的塌缩可以通过周期性调制散射长度来控制.本文最后讨论了涡旋态下BEC的

稳定性,发现系统的塌缩点由于涡旋态的存在而降低.
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【Abstract】 ThestabilityofBECinatwo-dimensionalaxisymmetricfinitedeepwellisstudied.Thegroundstate
andexcitedstateofthesystemarediscussedbyusingvariationalmethod.Theresultsshowthattherearethree
statesofcollapsestate,boundstateanddiffusionstate,andthetwocriticalvaluesofcouplingconstantofthe
systemstatechangearecalculated.Thestateofthesystemiscloselyrelatedtotheshapeofthepotentialwell.At
thesametime,thedynamiccharacteristicsofBECwhichisperiodicallymodulatedbytheinteractionbetweenatoms
arefurtherdiscussedintheexcitedstate.ItisfoundthatthecollapseofBECinafinitedeepwellcanbecontrolled
bymodulatingthescatteringlengthperiodically.Finally,thestabilityofBECinthevortexstateisdiscussed.
Becauseoftheexistenceofthevortexstate,thecollapsepointofthesystemdecreases.
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1 引  言

玻色-爱因斯坦凝聚(简称BEC)作为物质的第

五态自1995年在实验上实现以来引起了人们研究

的热潮[1-6].平均场理论成功的模拟了稀薄气体的

BEC的动力学特性[7],并且关于BEC气体波函数

的非线性薛定谔方程能够准确描述零温度下凝聚体

的基态和激发态性质[8-11].极低温下的BEC通常用

非线性平均场 Gross-Pitaevskii(G-P)方程来描

述[12],方程中的非线性项来源于粒子间的相互作

用,其与BEC的稳定性密切相关.S波散射长度在

描述超低温下原子间相互作用中起着重要作用,最
近发展的实验技术使得利用外磁场有效地控制散射

长度的大小成为可能,这种散射长度的调制可以通

过在Feshbach共振附近操纵外部磁场来实现[13],
并且已经在BEC的不同研究中得到应用[14-20].

通常凝聚体是在抛物线阱中形成,但近年来人

们越来越关注有限深势阱中BEC的性质[21-24].有限

深势阱在实验上可以通过降低光阱中的激光强度或

减小磁阱中的电流产生,在理论上以指数形式表征.
一些结果表明,有限深势阱中也存在束缚态,并且由

于宏观量子隧道效应,有限深势阱中凝聚体的动力

学性质主要受非线性相互作用的控制.因此讨论有

限深势阱中BEC的稳定性是很有意义的,这将为平

均场模型提供更严格的检验.
本文讨论两维轴对称有限深势阱中凝聚体的稳

定性,首先简单的介绍了平均场模型,其次利用变分

法研究了系统的基态性质,然后利用含时的变分方

式来研究激发态下凝聚体的稳定性,并进一步讨论

了周期性调制原子间相互作用时BEC的动力学特

性,最后研究涡旋态下BEC的稳定性.

2 非线性平均场模型

平均场理论可以很好的描述稀薄的BEC气体.
在平均场理论的框架下,由于囚禁在势阱中的BEC
的原子间相互作用力远小于原子平均距离,则这样

的系统可以用Gross-Pitaevskii(G-P)方程来模拟相

关性质,并在一定条件转化为非线性薛定谔方程.即
在零温下,描述BEC波函数的自洽的平均场非线性

薛定谔方程可以表示为:

-
ћ2
2M

�2Ψ+VΨ+U Ψ 2Ψ=i
∂
∂tΨ

(1)

式中Ψ为系统的波函数,M 为原子质量.V 为囚禁

势,在实验上可通过磁势阱或者激光产生.U =

8πћ2ωz

M  aN 为耦合常数用于描述凝聚体中原

子间相互作用,其中ωz 为震荡频率,a为S 波散射

长度,N 为原子数.若a为正值,则说明凝聚体具有

排斥的相互作用,若a为负值,则凝聚体具有吸引相

互作用.将凝聚体装载在一个两维轴对称的有限深

势阱中,通过适当的变换可以将方程(1)进行无量纲

化,其径向部分的无量纲形式为:

-
1
2
(d

2

dr2+
1
r
d
dr
)ψ(r,t)+Vr  ψ(r,t)+

g ψ(r,t)2ψ(r,t)=i
∂
∂tψ
(r,t) (2)

V(r)=-V0exp(-αr2) (3)

2πr∫
∞

0
ψ(r,t)2dr=1 (4)

其中ψ(r,t)表示归一化的BEC波函数,g 为耦合

常数,其在BEC的稳定性中起着重要的作用,若

g>0,凝聚体原子间相互作用为斥力,在很强的斥

力下系统随时间演化吸引力会变得非常的弱,系统

最终发生扩散;若g<0,凝聚体原子间相互作用为

引力,若原子间的引力很强,最终会导致系统发生塌

缩.V(r)表征有限深势阱,V0 为势阱深度参量,α
为势阱宽度参量,随着α的增大,势阱越变越窄.方
程(4)为归一化条件.

3 基态

为研究两维轴对称的有限深势阱中BEC的基

态特性,将ψ(r,t)=ψr  exp(-iut)代入(2)式可

得系统的定态方程:

-
1
2
(d

2

dr2+
1
r
d
dr
)ψ(r)+Vr  ψ(r)+

g ψ(r)2ψ(r)=uψ(r) (5)
式中u 为系统的化学势.利用变分法,采用高斯型

试探波函数ψr  =
1
πρ

e-r2/2ρ2(其中ρ代表波包半

径)作为方程(5)的解,并将其代入系统的基态能量

方程

E=2πr∫
∞

0

∂ψ(r)
∂r

2

+Vr  ψ(r)2+

1
2g ψ(r)4dr (6)
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得到系统的能量

E=
1
2ρ2

+
g
4πρ2

-
V0

1+aρ2
(7)

  通过∂E
∂ρ

=0,可以得到系统处于稳态时的耦合

常数g的表达式:

g=2π
2V0αρ4

1+αρ2  2-1  (8)

并且通过方程(5)可以计算出系统的化学势u:

u=-
1
2ρ2

+
V0(αρ2-1)
1+αρ2  2

(9)

  若系统具有吸引的原子间相互作用(g<0),
当g减小到一定程度时,系统会发生塌缩,这是研

究两维系统所特有的情况,称作汤森孤子(Townes
soliton)[25],此临界值称为塌缩耦合常数gcoll.由
(8)和(9)式可知,当ρ→0时,u→-∞,gcoll=-
2π.当g>gcoll时,系统能量存在极小值,系统处于

凝聚体完全囚禁在势阱中的束缚态,随着g 的增

大,原子间相互作用增强,当其增大到一定程度时,
系统能量极小值不存在,系统处于不稳定的扩散态.
系统从束缚态向扩散态转变时,所对应的g 称为最

大耦合常数gmax.图1绘制了g-α参数空间中势

阱深度分别为V0=1,3,5时系统的稳定性图样.从
图中可以明显的看出,在不同形状的势阱下系统存

在两个临界值gmax 和gcoll,并将系统分为三个状

态:塌缩态、束缚态和扩散态.当g<gcoll,由于过强

的吸引相互作用,系统发生塌缩,导致整个系统不稳

定;当gcoll<g<gmax,系统处于束缚态,即凝聚体

完全囚禁在势阱中;当g>gmax,由于原子间过强

的排斥相互作用,使得凝聚体从势阱中溢出,系统处

于扩散态,在此状态下,系统的能量不存在极小值并

处于不稳定状态.如图可知,gmax 随着势阱宽度参

数α的增加而减小,这说明在相同势阱深度下,随着

势阱宽度的逐渐变窄,势阱越不容易囚禁凝聚体,其
稳定区域变小.同时,gmax也依赖于势阱深度,势阱

越深,gmax越大,即在势阱宽度一定的情况下,势阱

越深系统的稳定性区域就越大,说明凝聚体在较深

的势阱中越容易囚禁.综上所述,系统的稳定性与耦

合常数和势阱的形状紧密相关.

4 激发态

现在讨论激发态的BEC在两维有限深轴对称

图1 在g-α参数空间中不同势阱深度下系统的

稳定性图样.从下到上势阱深度分别为V0=1,3,5,
实线表示最大耦合常数gmax,点线表示塌缩耦合常数gcoll

的势阱中的稳定性.用g(t)=g0+g1sin(ωt)代替

g,方程(2)的求解可以转换为拉格朗日密度取极小

值变分的问题,其拉格朗日密度方程为:

l=
i
2
(ψ
·

ψ*-ψ
·
*ψ)-

1
2ψ

*(∂
2

∂r2ψ+
1
r
∂
∂rψ
)+

Vr  ψ 2+
1
2g
(t)ψ 4 (10)

式中星号表示复共轭,点代表波函数对时间的导数.
将试探波函数

ψr,t  =A(t)exp(-
r2

2ρ(t)2
+

i
2β
(t)r2+ic(t))

(11)
代入拉格朗日密度方程(10),其中A(t),ρ(t),

β(t)和c(t)分别表示归一化系数、波包半径、频率

和相位.利用归一化条件(4)并对拉格朗日密度方程

关于空间积分Leff=2πr∫
∞

0

ldr得到拉格朗日方程:

Leff=-
g(t)
4πρ(t)2

+
V0

1+aρ(t)2
-
1+β(t)2ρ(t)4

2ρ(t)2
-

c(t)
·

-
1
2ρ
(t)2β(t)

·
(12)

  再将(12)式用欧拉-拉格朗日方程 d
dt
∂Leff

∂γ(t)
· =

∂Leff

∂γ(t)
进行变换,其中变分参数γ(t)=β(t),c(t),

ρ(t),通过代数计算将方程中的β(t)和c(t)消除,
得到波包半径关于时间演化的二阶微分方程

 d
2ρ
dt2=-

dU(ρ)
dρ

=
1
ρ3

+
g(t)
2πρ3

-
2V0αρ
(1+αρ2)2

(13)
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  由此可以得到系统的有效势

U(ρ)=
1
2ρ2

+
g(t)
4πρ2

-
V0

1+αρ2
(14)

4.1 BEC具有恒定的原子间相互作用(g1=0)

g1=0,则系统具有恒定的原子间相互作用,则

方程(14)表示为

U(ρ)=
1
2ρ2

+
g0
4πρ2

-
V0

1+αρ2
(15)

图2 有效势U和波包半径ρ的关系.(a)V0=3,α=5,(b)V0=3,g=-3

  可以利用有效势来划分系统的状态.图2(a)为
势阱形状固定时(V0=3,α=5)不同耦合常数g下

有效势U(ρ)和波包半径ρ的关系.如图所示,有效

势在gcoll<g<gmax之间存在最小值,说明系统处

于稳定的束缚态.当g=gcoll=-2π,势阱最低点的

井壁消失导致凝聚体塌缩至无限深的空间中,系统

处于塌缩态.当g>gmax凝聚体间原子相互作用太

强,导致粒子迅速从势阱中溢出,系统处于扩散态.
图2(b)绘制了在给定势阱深度下,不同势阱宽度α
对系统效势U(ρ)的影响.可以看出,随着α增大,
有效势的外壁逐渐降低,直至α=11.4时,有效势的

外壁无法囚禁凝聚体,凝聚体从势阱中溢出,系统变

为不稳定状态,这说明势阱越窄,系统越难以稳定.
图2的结果与图1结论相吻合,系统也分为三种状

态,这说明激发态下系统也能存在稳定的束缚态.
4.2 BEC具有调制的原子间相互作用(g1≠0)

凝聚体具有调制的原子间相互作用,即g=g0
+g1sin(ωt),在此g0对应于散射长度的恒定部分,

g1sin(ωt)对应于振动部分,其中ω 为振动频率.对
应于这种情况,可以将波包半径定义为ρ=ρ0+ρ1,

ρ0对应慢变部分,而ρ1 对应快变部分.将其代入方

程(13)并进行线性化,保留至ω-2,可以得到ρ0 和

ρ1的动力学方程:

d2ρ1
dt2 =

g1sin(ωt)
2πρ3

(16)

d2ρ0
dt2 =

1
ρ30

+
g0
2πρ30

-
2V0αρ0
(1+αρ20)2

-
3g1ρ1sin(ωt)
2πρ40

(17)
其中上划线代表函数对时间的平均值.通过方程

(16)可以计算出ρ1,将其代入方程(17)可以得到波

包半径慢变部分的动力学方程以及有效势:

d2ρ0
dt2 =

1
ρ30

+
g0
2πρ30

-
2V0αρ0
(1+αρ20)2

-
3g21
8π2ω2ρ

(18)

U(ρ0)=
1
2ρ20

+
g0
4πρ20

-
V0

1+αρ20
-

g21
16π2ω2ρ60

(19)

  图3绘制了不同耦合常数g下有效势U(ρ)和
波包半径ρ0的关系,图3(a)为ω=10π的情况,图3
(b)为ω=20π的情况.从图中可以发现,随着g 的

不断减小,有效势的最小值也越来越小,有效势一直

存在最小值,整个系统不存在塌缩的情况,即系统在

很强的吸引相互作用下可以一直维持稳定.当g>
gmax,有效势不存在最小值,系统处于发生扩散的不

稳定状态.有效势的深度随着震荡频率ω的增加而增

大.由此可知,原子间相互作用的调制导致凝聚体不

发生塌缩,但是不会影响其扩散的状态,所以由于调

制的影响,BEC比较容易控制,在实验上也易于实现.
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图3 不同耦合常数g下有效势U和波包半径ρ0 的关系.V0=3,α=5.(a)ω=10π,(b)ω=20π.

5 涡旋态

以下来讨论处于涡旋态时系统的稳定性,此状

态下试探波函数定义为

ψ=Arme-r2/2ρ2exp(imθ) (20)

其中m 为环绕数.令φ=rψ=φ2,mexp(imθ),将其

代入非线性薛定谔方程(1)可得到有系统传波波函

数的非线性薛定谔方程

-
1
2
d2

dr2φ2,m +(V(r)+
m2-

1
4

2r2
)φ2,m +

g
r φ2,m 2φ2,m =uφ2,m (21)

  其归一化条件为2π∫
∞

0
φ2,m 2dr=1.同基态的

情况一样,可以推导出系统在涡旋态下的耦合常数

g和化学势u的表达式:

g=-
21+2m(1+m)π(1+αρ2)-2-m(-2V0αρ4+(1+αρ2)2+m)Γ(1+m)2

Γ(1+2m)
(22)

u=-
1+m
2ρ2

+V01+αρ2  -2-m(-1+(1+2m)αρ2) (23)

其中Γ为伽玛函数.可以看出,若m=0,方程(22)
和(23)与基态情况一致.同基态一样,系统的塌缩情

况发生在ρ→0时,即

gcoll=-
21+2m(1+m)πΓ(1+m)2

Γ(1+2m)
(24)

图4 涡旋态中g-α参数空间下系统的稳定性图样.(a)m=1,(b)m=2.从下到上势阱深度分别为V0=1,3,5,
实线表示最大耦合常数gmax,点线表示塌缩耦合常数gcoll.
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  当 m =0,1,2对应的gcoll=-2π,-8π,

-16π,可以看出涡旋的存在,降低了系统的塌缩

点[26-27].图4显示了m=1(a)和m=2(b)时系统的

相图.同基态一样,系统也存在两个临界值gmax 和

gcoll,并将系统分为塌缩态、束缚态和扩散态三种状

态,并且系统的稳定性与耦合常数和势阱的形状紧

密相关.

6 结  论

本文首先利用变分法研究了两维轴对称有限深

势阱中相互作用的BEC的基态性质,计算出耦合常

数g的两个临界值,这些临界值将系统分为三种状

态:当g<gcoll,系统处于塌缩态;当gcoll<g<

gmax,系统处于囚禁在势阱中的束缚态;当g >
gmax,此时系统的能量不存在极小值,系统处于扩

散态,粒子迅速从势阱中溢出.此外绘制了g-α参

数空间中基态的稳定性图样,发现g 和势阱形状参

量V0,α在稳定BEC中起着重要作用.其次研究了

激发态下的BEC的稳定性,并进一步讨论了周期性

调制原子间相互作用时BEC的动力学特性,证明了

在二维情况下,随时间变化的耦合常数使得有限深

势阱中BEC的束缚态成为可能.文章的最后讨论了

涡旋态下BEC的稳定性,通过分析可知涡旋可以抑

制系统的塌缩.这些研究结果可以通过实验加以验

证,为进一步讨论BEC的性质提供依据.
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