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【摘要】　在两带 GinzburgＧLandau理论基础上,我们研究了在电流激励情形下两带单结超导环的电磁性质．两带超

导环中可引入的两个超导序参量的相位差满足sineＧGordon方程,由该方程的孤立子解我们得到了单个超导结(微

桥结构)两端相位差与总磁通之间的线性关系．通过微桥中电流与超导结两端相位差满足的非线性Josephson方

程,建立了在电流激励下环内磁通与外加电流之间的依赖关系．我们的分析表明两带超导环中可能产生的孤立子

解及分数磁通量子化现象可以通过测量单结超导环中的电磁性质加以验证．
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１　引　　言

单结超导环是由一个超导弱连接和大块超导体

组成的闭合环路,分析该结构的电磁性质对研究超

导体内的磁通动力学具有重要意义．在实验工作方

面,Silver等人从１９６５年即开始对单结超导环中的

磁通和电流在外加磁场中的行为展开研究[１,２]．在此

基础上,Mercereau等人对单结超导环在电子仪器,

尤其是磁力计中的应用作了深入探讨[３]．到目前为

止,关于单结超导环的理论研究主要分为线性理论

和非线性理论两种．线性理论是将单结超导环作一

个简单近似,即认为结是线性的,此时单结超导环的

行为直到临界电流为止均表现为环的行为[１]．非线

性理论则将弱连接近似为一个Josephson隧道结,

在引入结两端超导序参量的相位差后,结中电流与

相位差之间满足非线性的Josephson关系[４]．与线

性理论相比,非线性理论得到的计算结果与实验符

合得较好．
２００１年日本科学家发现了二元金属化合物

MgB２的超导电性,临界温度高达３９K[５]．MgB２并非

简单的BCS超导体而是一种两带超导体,对 MgB２

能带结构和声子谱的计算都表明了两个能隙的存

在[６Ｇ９],有关该超导体两能隙的图像后来被电子隧

道、比热和角分辨光电子谱等实验广泛证实[１０Ｇ１５]．近
年来,人们开始逐步展开对两带超导体中弱连接结

构的研究．一种典型的超导体弱耦合构型是超导微

桥,该结构具有良好的稳定性,且几乎所有与JoＧ
sephson效应有关的实验现象,在微桥中都能够被

观测到[１６]．在deGennes对单带超导体微桥的研究

工作基础上[１７],Yerin和 Omelyanchouk对两带超

导体微桥进行了系统分析,得到了微桥中电流密度

与微 桥 两 端 超 导 序 参 量 之 间 满 足 的 Josephson
公式[１８]．

本文将对放入单个两带超导体微桥的两带超导

环进行研究．我们在微桥两端加一个外接恒流源,探
究在电流激励情形下超导环中总磁通、结电流与外

加电流之间的关系．首先,我们由sineＧGordon方程

的孤立子解得出了超导结两端相位差与总磁通之间

满足的线性关系．其次,基于两带超导体微桥上的

Josephson公式,建立了在电流激励情形下环内磁



通与外加电流之间的联系．定义βe ＝(２πLIC)/Φ０,
其中IC 是临界超导电流,L 是超导环的自感,而Φ０

＝πћ/e为磁通量子．研究结果表明:当βe ＜１时,结
电流和超导环总磁通是外加电流的单值函数;当βe

＞１时,微桥中的电流和超导环总磁通均为外加电

流的多值函数,从而会产生磁通跳跃,且环中磁通随

外加激励电流变化的跃变周期呈分数倍的磁通量

子．由此,两带超导环中可能产生的孤立子激发及分

数磁通量子化现象可以通过测量单结超导环中的电

流和磁通性质加以验证．
本文结构如下:在第二部分,我们介绍了两带单

节超导环的基本结构,sineＧGordon方程及其孤立子

解在两带超导环中的应用;第三部分,从两带超导体

微桥的基本性质出发,得出两带单结超导环在电流

激励情况下总磁通、环电流与外加激励电流之间的

依赖关系;第四部分是本文的结果和讨论．

２　电流激励下的两带单结超导环

两带单结超导环的电流激励方法如图１所示．
在弱连结(微桥)两端 C点和 D点直接加一个外部

电流源,这样输入的电流I 被分成两路．一路是IM

直接从微桥中流过,从C点到达D点;另一路IR 则

是从C点出发,绕经整个超导环,再由 D点流出．此
时,电流之间满足

I＝IM ＋IR (１)
以及环内磁通有

Φ＝LIR． (２)
由电磁学中的毕奥Ｇ萨伐尔定律可知,电流在环内任

意一点产生的磁感应强度应与IR 成正比,由此得环

内总磁通 Φ与电流IR 成正比,比例常数即为自感

系数L ,它与环中电流无关,仅取决于环的大小以

及几何形状．

图１　两带单节(微桥结构)超导环的电流激励示意图．

I是外加电流,IM 是流过桥的电流,IR 是流过超导环的电流

在超导系统中大量的电子都凝聚在同一个量子

态上,从而超导态能够用一个统一的波函数即超导

序参量来描述,因此超导序参量是描述超导系统宏

观整体状态的复参量．在引入超导序参量的基础上

建立的GinzburgＧLandau(GL)超导唯象理论能对超

导体中大量的热力学和电磁学性质加以说明,超导

序参量的微观本质也在 BCS理论提出后不久由

Gorkov给出．对于两带超导环,我们可以基于两带

GL理论对此加以研究．在两带 GL理论中,超导环

中的电子波函数通过引入两个超导序参量ψμ ＝

ψμ eiθμ (μ＝１,２)来描述,在此基础上建立了两带

GL理论的自由能表达式[１９,２０]．
首先,由两带 GL自由能对序参量ψ１ 和ψ２ 变

分为零,可以得到相位差φ＝θ２－θ１ 满足sineＧGorＧ

don方程[２１]

d２φ
dx２ －

１
λ２sinφ＝０ (３)

其中１/λ２ ＝２γ m１ n２/n１ ＋m２ n１/n２( )/ћ２．
这里γ 是两能带间的耦合常数,mμ 是两个能带的

有效质量以及nμ ＝ ψμ
２,并设准一维环沿x 方向．

sineＧGordon方程具有非平凡的孤立子解,其相

位可以从０→２π 变换．如果我们假设孤立子的线度

远小于超导环的尺度,则当超导环中存在若干个孤

立子时,超导环 C端和 D 端的相位差应满足如下

关系

φD ＝φC ＋２πN,
即

θ２D －θ１D ＝(θ２C －θ１C)＋２πN．N ∈Z( ) (４)
其中N 代表孤立子的数目．

其次,由两带 GL自由能对矢势A 变分为零,
可得环中超导电流[２２]

j＝－∑
μ＝１,２

iћe
mμ

ψ∗
μ

dψμ

dx －ψμ
dψ∗

μ

dx
æ

è
ç

ö

ø
÷＋

４e２nμA
mμ

é

ë
êê

ù

û
úú

(５)

　　将ψμ ＝ nμeiθμ 带入电流方程可得

j＝２eћ n１

m１
＋

n２

m２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ( n１/m１

n１/m１＋n２/m２

dθ１

dx ＋

n２/m２

n１/m１＋n２/m２

dθ２

dx －
２eA
ћ ) ． (６)

　　对(６)式沿C点和D点之间的整个超导环作积

分,且积分路径远离表面,由于超导电流一般都只存

在于超导体表面,故上式积分为零,由此我们得到
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１－κ( ) θ１D －θ１C( ) ＋κθ２D －θ２C( ) －
２π
Φ０∫

D

C
Adx＝０

(７)

其中κ＝
n２/m２

n１/m１＋n２/m２
．由于微桥的长度与整个

超导环相比很小,所以对于矢势A 在超导环中的积

分可以近似为在整个闭合环路中的积分,即总磁通

Φ ≈∫
D

C
Adx ,则(７)式可以化简为

１－κ( ) θ１D －θ１C( ) ＋κθ２D －θ２C( ) ＝２πΦ
Φ０

,

(８)

　　上式即为两带超导环中微桥两端的相位差与环

内磁通量之间的关系．
联立 (４)和 (８)式,可 得 C、D 端 的 相 位 差

θ１DＧθ１C( ) 与超导环内磁通Φ 满足:

θ１D －θ１C( ) ＋２πκN ＝２πΦ
Φ０

． (９)

３　两带超导体微桥的电磁性质

下面我们将对两带超导体微桥展开研究．因为

微桥宽度远小于长度,且微桥长度l远小于超导体

的相干长度,因此在微桥结构中我们可以省略除梯

度以外的其他项,此时结内一维的两带 GL方程简

化为[１８]

d２ψ１

dx２ ＝０,d
２ψ２

dx２ ＝０． (１０)

　　同时,有微桥两端(设为０和l)的边界条件

ψ１(０)＝ ψ１ eiθ１C ,ψ１(l)＝ ψ１ eiθ１D ; (１１)

ψ２(０)＝ ψ２ eiθ２C ,ψ２(l)＝ ψ２ eiθ２D ．(１２)

　　求解方程(１０)Ｇ(１２)式,并结合超导电流表达式

(５),可得微桥中的超导电流[１８]

IM ＝IM１＋IM２ (１３)

其中IM１ 和IM２ 分别表示两个能带产生的微桥电流

IM１＝
２eћσ
m１l ψ１

２sinθ１D －θ１C( ) , (１４)

IM２＝
２eћσ
m２l ψ２

２sinθ２D －θ２C( ) ． (１５)

式中σ是微桥的横截面积．
代入超导环C端和 D端的相位差满足的关系

式(４),由(１３)式得到两带超导体微桥电流的JoＧ
sephson公式

IM ＝
２eћσ
m１l ψ１

２＋
２eћσ
m２l ψ２

２æ

è
ç

ö

ø
÷sinθ１D －θ１C( ) ．

(１６)

　　再由(９)式,可得微桥电流IM 与环内磁通Φ
满足

IM ＝ICsin２πΦ
Φ０

－２πκNæ

è
ç

ö

ø
÷ , (１７)

其中IC ＝ ２eћσ/m１l( ) ψ１
２＋ ２eћσ/m２l( ) ψ２

２,
是Josephson电流的最大值即微桥中超导电流的最

大值．并由此得外加激励电流I满足

I＝IM ＋IR ＝ICsin２πΦ
Φ０

－２πκNæ

è
ç

ö

ø
÷＋

Φ
L．

(１８)

　　通过无量纲变换,我们可将(１７)和(１８)式改写

成如下形式

IM

IC
＝sinβe

I
IC

－
IM

IC

æ

è
ç

ö

ø
÷－２πκNé

ë
êê

ù

û
úú (１９)

和

I
IC

＝
２π
βe

Φ
Φ０

æ

è
ç

ö

ø
÷＋sin２πΦ

Φ０
－２πκNé

ë
êê

ù

û
úú (２０)

其中βe ＝
２πLIC

Φ０
．

４　结果和讨论

对(１９)和(２０)式进行细致分析表明:当βe ＜１
时,IMＧI和ΦＧI曲线连续可微,均为总电流I 的单

值函数,两带单节超导环工作在非回滞模式;当βe

＞１时,IMＧI 和ΦＧI 曲线是多值函数,单节超导环

工作在回滞模式．
下面我们以κ＝０．５为例,加以详细说明．当κ＝

０．５时,(１９)和(２０)式可简化为

IM

IC
＝ －１( ) Nsinβe

I
IC

－
IM

IC

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú (２１)

和

I
IC

＝
２π
βe

Φ
Φ０

æ

è
ç

ö

ø
÷＋ －１( ) Nsin２πΦ

Φ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． (２２)

　　因此在κ＝０．５时,我们只需考虑 N ＝０,１两

支解．
当βe ＝０．５时,式(２１)和(２２)如图２所示．曲线

有双支解,分别对应于N ＝０和N ＝１,均为I的单

值函数．由式(２１)可知,IM/IC 为周期函数,其周期

为２π/βe ＝４π ,如图２(a)所示．由式(２２)和图２(b)
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可知,环内磁通Φ 随外加电流增加而连续增加．在外

加电流连续变化时,微桥两端的相位差及微桥电流

也应当连续变化,因而不会发生从一支到另一支的

过渡．

图２　(a)κ＝０．５,βK ＝０．５时IMＧI曲线;(b)κ＝０．５,βK ＝０．５时ΦＧI曲线

图３　(a)κ＝０．５,βK ＝２时IMＧI曲线;(b)κ＝０．５,βK ＝２时ΦＧI曲线

　　当βe＝２时,IMＧI和ΦＧI曲线如图３所示．从图

３(a)可见,IM 的周期仍为２π/βe ＝π ．但微桥电流

IM 和环内磁通Φ 均出现了回滞现象,由此两带单节

超导环将发生磁通跳跃．在磁通跳跃瞬间,微桥两端

的相位差将发生跃变,此时超导环的状态很容易从

一支解跳跃到另一支解．如图３(b)所示,当外加电

流增加到a点时会发生磁通跳跃,系统可能跳到b
点(N ＝１支解)或c点(N ＝０支解),但由图３(a)
可知b点的微桥电流IM 以及微桥两端的量子相位

差与a点的值更接近,因而跳跃的终态更可能是b
点,而不是c点．由此得到的在外加电流逐渐增加时

两带单节超导环中总磁通的变化曲线如图４所示．
其中实线来源于N ＝０支解,虚线来源于 N ＝１支

解．由图４显见,由于发生两支解之间的跃变,磁通

跳跃的周期应当是Φ０/２,而不是Φ０．

图４　两带单节超导环中电磁通Φ 随外加

激励电流I逐渐增加时的变化曲线

由以上计算和分析表明:和单带单节超导环不

同,由于两带单节超导环中存在孤立子激发态,在

βe ＞１时产生的磁通跳跃周期可呈分数倍的磁通量
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子．因此,通过对两带单节超导环中总磁通随外加激

励电流变化周期的测量,我们可以对两带超导环中

预言的孤立子解及分数磁通量子化现象加以验证．
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【Abstract】　BasedontwoＧbandGinzburgＧLandautheory,westudytheelectromagneticpropertiesoftwoＧband
singleＧjunction(microbridgestructure)superconductingringswithdirectlyconnectedcurrentsource．Thephase
differenceoftwosuperconductingorderparametersintheringsatisfiessineＧGordonequation,andfromitssoliton
solutionweobtainthelinearrelationbetweenthisphasedifferenceatbothendsofthejunctionandthetotalmagnetic
fluxinthering．ThenwiththeJosephsonrelationinthemicrobridge,weestablishthedependencebetweenthe
magneticfluxinthesuperconductingringandtheappliedexternalcurrent．Ouranalysisshowsthatthesoliton
solutionandthefractionalfluxquantizationinthetwoＧbandsuperconductingringcanbeverifiedbymeasuringthe
electromagneticpropertiesofthissingleＧjunctionstructure．

Keywords:twoＧbandsingleＧjunctionsuperconductingring,sineＧGordonequation,microbridge
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