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摘要: 本文研究了半平面上零级 Dirichlet 级数的增长性和正规增长性. 利用型函数, 得到了其

系数与增长性之间关系的两个充要条件, 并证明了当随机变量序列 {Xn(ω)} 满足一定条件时, 零级随

机 Dirichlet 级数的增长性几乎必然与其在每条水平直线上的增长性相同.
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1 引言

关于 Dirichlet 级数及随机 Dirichlet 级数的增长性, 国内已作过许多重要研究 [3−8], 对于
全平面上的零级 Dirichlet 级数的增长性和正规增长性, 文 [3] 作过专门研究并得到了很好的
结果, 但对于半平面, 由于其特殊性至今尚未见很好的结果, 本文对半平面零级 Dirichlet 级
数的增长性和正规增长性进行研究, 得到了两个充要条件. 并且还证明了零级随机 Dirichlet
级数, 几乎必然与其在每条水平直线上的增长性相同.

2 零级 Dirichlet 级数

考虑 Dirichlet 级数

f(s) =
+∞∑
n=0

bne−λns, (2.1)

其中 s = σ + it, {bn}为复常数列, 0 = λ0 < λ1 < λ2 · · · < λn ↑ +∞. 若

lim
n→∞

ln |bn|
λn

= 0, lim
n→∞

lnn

λn

= 0. (2.2)

则级数 (2.1)在半平面上是收敛与绝对收敛的, 它表示的函数 f(s)为一半平面解析函数. 令

M(σ, f) = sup{|f(σ + it)|; t ∈ R}, m(σ, f) = max{|bn|e−λnσ;n ∈ N}, (2.3)

由文 [1]知m(σ, f) ≤ M(σ, f).
定义 2.1 f(s) 在半平面上的增长级 ρ定义为 ρ = lim

σ→0+

ln+ ln+ M(σ,f)
1
σ

. 若 ρ = 0 则称级数

(2.1)为零级 Dirichlet 级数.
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定义 2.2[2] 对于零级 Dirichlet 级数 (2.1), 由文献 [2]引进型函数 U(r) = rρ(r)(r = 1
σ
),

单调上升且满足:
1) ρ(r)单调趋于 0, lim

r→0+
rρ

′
(r) ln r = 0;

2) U(kr) = (1 + o(1))U(r);
3) U(rk) = Uk+o(1)(r).

称 U(r)为零级型函数.
定理 2.1 设 Dirichlet 级数 (2.1)满足条件 (2.2)及

lim
n→∞

ln lnn

lnλn

= d < 1. (2.4)

则有

lim
σ→0+

ln lnM(σ, f)
lnU( 1

σ
)

= lim
σ→0+

ln lnm(σ, f)
lnU( 1

σ
)

. (2.5)

证 设 lim
σ→0+

ln ln m(σ,f)

ln U( 1
σ )

= A, 则 ∀ε > 0, 当 σ充分接近 0 时

lnm(σ, f) ≤ UA+ε(
1
σ

). (2.6)

由 (2.4) 式, 对任意 ε1 ∈ (0, 1− d), 存在自然数 N > 3当 n ≥ N 时,

−λn ≤ −(lnn)
1

1−ε1 = − lnn(lnn)
ε1

1−ε1 .

所以

M(σ, f) ≤
+∞∑
n=0

|bn|e−λnσ =
+∞∑
n=0

(|bn|e−λn∆e−λnδ) ≤ m(∆, f)(k +
+∞∑
n=k

e−λnδ)

≤ m(∆, f)(k +
+∞∑
n=k

exp [−δ lnn(lnn)
ε1

1−ε1 ]),

其中∆ = σ ln U( 1
σ )

1+ln U( 1
σ )

, δ = σ
1+ln U( 1

σ )
. 令 T = exp{( 2

δ
)

1−ε1
ε1 }.

当 n > T 时, δ(lnn)
ε1

1−ε1 > 2, 从而

M(σ, f) ≤ m(∆, f)(k +
T∑

n=k

n−δ +
∞∑

n=T+1

n−2)

≤ m(∆, f)(k +
∫ T

1

t−δdt + c1) ≤ m(∆, f)(k1 +
1

1− δ
T 1−δ).

故有

lnM(σ, f) ≤ lnm(∆, f) + ln c + (1− δ) lnT

≤ UA+ε(
1
∆

) + ln c + (1− δ)(
2
δ
)

ε1
1−ε1 ≤ UA+2ε(

1
σ

),
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从而易得 lim
σ→0+

ln ln M(σ,f)

ln U( 1
σ )

≤ A.

另一方面, 由m(σ, f) ≤ M(σ, f) 可得

A = lim
σ→0+

ln lnm(σ, f)
lnU( 1

σ
)

≤ lim
σ→0+

ln lnM(σ, f)
lnU( 1

σ
)

.

因此 lim
σ→0+

ln ln m(σ,f)

ln U( 1
σ )

= lim
n→∞

ln ln M(σ,f)

ln U( 1
σ )

.

定理 2.2 设 Dirichlet 级数 (2.1)满足条件 (2.2), (2.3), (2.4), 则
(a) lim

σ→0+

ln ln M(σ,f)

ln U( 1
σ )

= 1 ⇔ lim
n→∞

ln ln |bn|
ln U( λn

ln |bn| )
= 1;

(b) lim
σ→0+

ln ln M(σ,f)

ln U( 1
σ )

= 1 ⇔ lim
n→∞

ln ln |bn|
ln U( λn

ln |bn| )
= 1, 并且存在 {λn}的子列 {λn(p)}使

lim
p→∞

λn(p)

λn(p+1)

= 1, lim
p→∞

ln ln |bn(p)|
lnU( λn(p)

ln |bn(p)|)
= 1.

证 (a) 设 lim
n→∞

ln ln |bn|
ln U( λn

ln |bn| )
= 1, 则对任意 ε > 0和充分大的 n, 有 λn < λn

ln |bn|U
1+ε( λn

ln |bn|).

令 v = uU1+ε(u), u = h(v)互为反函数, 则有 h(λn) < λn

ln |bn| , ln |bn|e−λnσ < λn

h(λn)
− λnσ, 当

σ > 0 充分小时, 令 H = 1
σ
U1+ε( 1

σ
).

下面我们将分两种情形讨论

情形 (i) 当 λn > H 时, 有 ln |bn|e−λnσ ≤ λn( 1
h(H)

− σ) = 0.

情形 (ii) 当 λn ≤ H 时, 存在 k ∈ N 使

1
kσ

U1+ε(
1
kσ

) ≥ λn ≥ 1
(k + 1)σ

U1+ε(
1

(k + 1)σ
),

从而 1
kσ
≥ h(λn) ≥ 1

(k+1)σ
, 则

ln |bn|e−λnσ < λn(
1

h(λn)
− σ) ≤ U1+ε(

1
kσ

) ≤ U1+ε(
1
σ

).

由情形 (i)和 (ii)及定理 1, 有 lim
σ→0+

ln ln M(σ,f)

ln U( 1
σ )

≤ 1.

若 lim
σ→0+

ln ln M(σ,f)

ln U( 1
σ )

= L < 1, 取 0 < ε < 1使 L + 3ε < 1, 存在 σ0, 当 σ > σ0时

lnM(σ, f) < UL+ε( 1
σ ).

从而有对任意充分小的 σ, 对任意的 n有 ln |bn|e−λnσ ≤ UL+ε( 1
σ
).

由假设前提知, 存在子序列 {λn(p)}使 ln |bn(p)| > UL+2ε( λn(p)

ln |bn(p)|), 对任意充分大的 p取

{σp}使

UL+ε(
1
σp

) =
1
2

ln |bn(p)| → ∞ (p →∞),

ln |bn(p)|e−λn(p)σp ≤ UL+ε(
1
σp

) =
1
2

ln |bn(p)|,

从而 1
2
ln |bn(p)| ≤ λn(p)σp, 则

ln |bn(p)| = 2UL+ε(
1
σp

) ≤ 2UL+ε(
2λn(p)

ln |bn(p)|) ≤ UL+2ε(
λn(p)

ln |bn(p)|),
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这与 ln |bn(p)| ≥ U1+ε( λn(p)

ln |bn(p)|) 矛盾.
于是充分性得证, 必要性可由充分性的证明过程看出.
(b) ⇐ 设对任意充分小的 ε ∈ (0, 1), 存在子序列 {λn(p)}满足

ln |bn(p)| ≥ U1−ε(
λn(p)

ln |bn(p)|).

即 λn(p) >
λn(p)

ln |bn(p)|U
1−ε( λn(p)

ln |bn(p)|), 并且 λ1−ε
n(p+1) < λn(p) < λn(p+1), 则有

h(λn(p)) >
λn(p)

ln |bn(p)| , ln |bn(p)| >
λn(p)

h(λn(p))
,

其中u = h(v), v = uU1−ε(u)互为反函数,取单调上升的序列 {λn(p)},使λn(p) = 1
2σp

U1−ε( 1
2σp

),
则有 h(λn(p)) = 1

2σp
, 任取 σ > 0, 则存在正整数 p使 σp+1 < σ < σp, 对所有的 p, 有

lnM(σ, f) ≥ lnm(σ, f) ≥ ln |bn(p)|e−λn(p)σp ≥ λn(p)

h(λn(p))
− λn(p)σp

> λ1−ε
n(p+1)σp > σp(

1
2σp+1

)1−εU1−2ε(
1

2σp+1

) > U1−3ε(
1

σp+1

) ≥ U1−3ε(
1
σ

).

结合 (a) 的结论即得 lim
σ→0+

ln ln M(σ,f)

ln U( 1
σ )

= 1.

⇒ 第一条件的必要性从 (a) 部分得出. 假设第二条件不成立, 即存在 ε, δ > 0及自然数
列 {nj}, {mj}使

mj < nj+1, λmj
> λ1+ε

nj+1
, (2.7)

且对任意充分大的 n(nj ≤ n < mj)有

λn <
λn

ln |bn|U
1−δ(

λn

ln |bn|), (2.8)

h(λn) < λn <
λn

ln |bn| , (2.9)

其中 h 是 v = uU1−δ(u)的反函数, 取序列 {σp}使

h(λmj
) =

1
σp

. (2.10)

(1) 当 nj ≤ n < mj 对任意的 σp有

ln |bn|e−λnσp ≤ λn

h(λn)
− λnσp. (2.11)

令 H = 1
σp

U1−δ( 1
σp

), h(H) = 1
σp

.

i) 若 λn ≥ H, 则 ln |bn|e−λnσp ≤ λn( 1
h(H)

− σp) = 0.

ii) 若 λn < H,则存在m ∈ N 使

1
(m + 1)σp

U1−δ(
1

(m + 1)σp

) ≤ λn ≤ 1
mσp

U1−δ(
1

mσp

),
1

(m + 1)σp

≤ h(λn) ≤ 1
mσp

,
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从而

ln |bn|e−λnσp ≤ λn

h(λn)
− λnσp ≤ U1−δ(

1
mσp

) ≤ U1−δ(
1
σp

).

(2) 当 n > mj , 结合 (2.10), (2.11) 式, 有

ln |bn|e−λnσp ≤ λn

h(λn)
− λnσp < 0.

(3) 当 n < nj , 结合 (2.8), (2.10), (2.11) 式对充分大的 p及 ln |bn| ≥ 1有

ln |bn|e−λnσp ≤ ln |bn| < U1−δ(
λn

ln |bn|) ≤ U1−δ(λn) < U1−δ(λnj
)

< U1−δ(λ
1

1+ε
mj ) ≤ U1−δ[(

1
σp

)
1+o(1)
1+ε ] ≤ U (1−δ)(

1+o(1)
1+ε )+o(1)(

1
σp

).

对 ln |bn| < 1上面不等式显然成立, 从而有 lim
p→∞

ln ln m(σp,f)

ln U( 1
σp )

< 1.

结合定理 2.1有 lim
σ→0+

ln ln M(σ,f)

ln U( 1
σ )

< 1矛盾.

3 随机 Dirichlet 级数

引理 3.1 [5] 设 Xn(ω)是概率空间 (Ω, A, P )上的独立随机变量序列, 它们的数学期望为
零 (E(Xn) = 0), 且方差为 E(|Xn|2) = σ2

n. 如果 E( |Xn|
σn

) = dn 一致有下界 d > 0, 即对任意
n ∈ N , 有 dn ≥ d > 0, 则对任意 H ∈ A, 存在 B = B(d,H),K = K(H, Xn) ∈ N, 使得对任

何复数列 bn ∈ C 及任何 p > q ≥ K, 恒有
∫

H

|
p∑

n=q

bnXn(ω)|2P (dω) ≥ B

p∑
n=q

|bn|2σ2
n.

引理 3.2 [7] 设 {Xn(ω)}是概率空间 (Ω, A, P )上有有限方差
∫
Ω
|Xn(ω)|2dω = δ2

n < ∞
的随机变量序列, 则对几乎必然 a.s.的 ω ∈ Ω,

1) 存在 N = N(ω), 当 n ≥ N 时, 有 |Xn(ω)| < nδn;
2) lim

n→∞
|Xn(w)|

δn
≥ lim

n→∞
E(|Xn|)

δn
.

考虑与级数 (2.1) 相对应的随机 Dirichlet 级数 fω(s) =
∞∑

n=0

bnXn(ω)e−λns, 其中 s =

σ + it, {Xn(ω)}是随机变量序列, 它们不一定是同分布的, 且上式满足

lim
n→∞

ln |bnδn|
λn

= 0, (3.1)

则 fω(s)是一个半平面上的随机函数, 令

M(σ, fω) = sup{|fω(σ + it)|; t ∈ R},m(σ, fω) = max{|bnXn(ω)|e−λnσ;n ∈ N}.

定理 3.1 设随机变量序列 {Xn(ω)}满足引理 3.1的条件, 若随机 Dirichlet 级数 (3.1)满
足 (3.2), (2.4) 式, 则

lim
σ→0+

ln lnM(σ, fω)
lnU( 1

σ
)

= 1 a.s. ⇔ lim
n→∞

ln ln |bnδn|
lnU( λn

ln |bnδn|)
= 1. (3.2)
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证 令 Zn(ω) = Xn(ω)
δn

, 则 E(|Zn|2 = 1), E(|Zn|) ≥ d,Xn = δnZn. 不妨记

tn = lim
n→∞

ln ln |bnδn|
lnU( λn

ln |bnδn|)
.

我们首先证明 lim
n→∞

tn ≥ 1 ⇒ lim
σ→0+

ln ln M(σ,fω)

ln U( 1
σ )

≥1 a.s.. 设 lim
n→∞

tn = lim
n→∞

tnk
≥ 1,其中 tnk

> 0,

则由引理 3.2可得

lim
k→∞

|Znk
(ω)| ≥ lim

k→∞
E(|Znk

|) ≥ d a.s..

对几乎必然的 ω ∈ Ω, {Znk
(ω)}有子序列 {Znkl

(ω)}, |Znkl
| ≥ d

2
, {nkl

}为 {nk}的子序列.
令 tn(ω) = ln ln |bnXn(ω)|

ln U( λn
ln |bnXn(ω)| )

, 对于

2
d
fω(s) =

+∞∑
n=0

2
d
bnXn(ω)e−λns, t∗n(ω) =

ln ln | 2
d
bnXn(ω)|

lnU( λn

ln | 2d bnXn(ω)|)
.

故有

lim
n→∞

t∗n(ω) = lim
l→∞

t∗nkl
(ω) = lim

l→∞

ln ln | 2
d
bnkl

Znkl
(ω)δnkl

|
lnU(

λnkl

ln | 2d bnkl
Znkl

(ω)δnkl
|)
≥ lim

l→∞

ln ln |bnkl
δnkl

|
lnU(

λnkl

ln |bnkl
δnkl

|)

= lim
l→∞

tnkl
= lim

k→∞
tnk

= lim
n→∞

tn ≥ 1,

结合定理 2.2可知

lim
σ→0+

ln lnM(σ, fω)
lnU( 1

σ
)

= lim
σ→0+

ln lnM(σ, 2
d
fω)

lnU( 1
σ
)

= lim
n→∞

t∗n(ω) ≥ 1 a.s..

下面将证

lim
n→∞

tn ≤ 1 ⇒ lim
σ→0+

ln lnM(σ, fω)
lnU( 1

σ
)

≤ 1 a.s..

令 g(s) =
+∞∑
n=0

bnδne−λns,∆ = σ ln U( 1
σ )

1+ln U( 1
σ )

, δ = σ
1+ln U( 1

σ )
, 由引理 3.2可得

M(σ, fω) =
+∞∑
n=0

|bnXn(ω)|e−λnσ =
+∞∑
n=0

|bnδnZn(ω)|e−λnσ =
+∞∑
n=0

|bnδnZn(ω)|e−λn∆e−λnδ

≤ m(∆, g)
+∞∑
n=0

(|Zn(ω)|e−λnδ) ≤ m(∆, g)(C +
+∞∑
n=1

C(ω)ne−λnδ),

其中 C,C(ω)是与 ω 有关的常数. 类似定理 1证明过程, 结合定理 2.2可得当 lim
n→∞

tn ≤ 1时,

lim
σ→0+

ln lnM(σ, fω)
lnU( 1

σ
)

≤ lim
σ→0+

ln lnm(∆, g)
lnU( 1

σ
)

= lim
σ→0+

ln lnM(∆, g)
lnU( 1

σ
)

= lim
σ→0+

ln lnM(σ, g)
lnU( 1

σ
)

≤ 1.
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定理证毕.
仿照文 [7] 的证明, 有
定理 3.2 设随机 Dirichlet 级数 (3.1)满足 (2.4), (3.2)以及 (3.3) 式, {Xn(ω)}是引理 3.1

中的随机变量序列, 则级数 (3.1)几乎 (a.s.)对任意的 t0 ∈ R有

lim
σ→0+

ln ln |fω(σ + it0)|
lnU( 1

σ
)

= 1,

其中 U(r)是定义 2.2中满足 1), 2) 的型函数.
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THE GROWTH OF THE DIRICHLET SERIES AND RANDOM

DIRICHLET SERIES OF ZERO ORDER IN THE HALF PLANE
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Abstract: In this paper, the growth and regular growth of Dirichlet series of zero order in the

half plane are studied. By using type-function, two necessary and sufficient conditions about the

relation between coefficients and growth of the Diriehlet series are obtained. We also prove that,

when the random variable sequence {Xn(ω)} meets certain condition, the growth of random entire

functions defined by random Dirichlet series of zero order in any horizontal straight line is almost

surely equal to the growth of entire functions defined by their corresponding Dirichlet series.

Keywords: Dirichlet series; random Dirichlet series; type function; growth

2010 MR Subject Classification: 30B50


