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与年龄相关的随机分数阶种群系统温和解的存在性、唯一性
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摘要: 本文研究了一类与年龄相关的随机分数阶种群动态系统. 利用不动点定理、随机分析和

算子半群理论, 讨论了与年龄相关的随机分数阶种群系统温和解的存在性、唯一性. 本文是随机整数

阶种群系统的推广.
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1 引言

近年来, 随机分数阶微分方程引起了国内外学者的关注, 并被广泛的应用在物理、生物、
工程、金融等领域 [1−5]. 然而, 分数阶非线性系统还可能存在与整数阶非线性系统相似的非
线性现象, 如自振、多平衡状态、混沌以及更复杂的过渡过程等 [6,7].
另一方面, 分数阶微分方程与分形密切相关, 而分形富含于生物系统中. 研究表明, 在传

统的整数阶微分方程不能建模的现象中, 分数阶微分方程为此提供了可能性. 这里, 特别强调
的是, 分数阶与整数阶模型最大区别在于分数阶模型拥有记忆, 而死亡率有长程相似性, 它的
主要特征恰恰包含了记忆. 因此, 本文首次尝试建立与年龄相关的随机分数阶动力学模型. 另
外, 已经证实由分数阶微分方程建立的某些生物学模型比整数阶更有优势 [8,9].
现在将分数阶引入与年龄相关的随机种群模型 [10]. 新系统可描述为如下分数阶非线性

系统:




Dα
t Pt = −∂Pt

∂a
− µ(t, a)Pt + f(t, Pt) + g(t, Pt)dωt

dt
, 在 Q = [0, A]× J 内,

P (0, a) = P0, 在 [0, A] 内,

P (t, 0) =
∫ A

0

β(t, a)P (t, a)da, 在 J = [0, T ] 内,

(1.1)

其中 0 < α < 1, a ∈ [0, A] 表示年龄, t ∈ [0, T ] 表示时间, 0 < T < ∞, Pt := P (t, a)、β(t, a)
和 µ(t, a) 分别表示时刻 t 年龄为 a 的种群密度、生育率和死亡率. f(t, P ) 为外部环境对种群
系统的影响, 如迁移、地震等突发性灾害对种群引起的影响, g(t, P )dωt

dt
为随机外界环境对系

统的扰动.
在 α = 1 的情况下, 方程 (1.1) 成为经典的与年龄相关的随机种群模型, 该模型通过随机

分析理论和数值方法已被广泛研究. 例如张启敏等 [10] 研究了与年龄相关的随机种群方程解
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的存在性, 唯一性和指数稳定性. 李荣华等 [11] 考虑了带Markovian 跳的与年龄相关的随机
种群方程数值解的收敛性. 马维军和张启敏等 [12,13] 讨论了与年龄相关的随机种群方程带分

数布朗运动的数值解和 Markovian 跳的渐近稳定性. 杨洪福等在文献 [14] 中介绍了与年龄
相关的随机两种群方程在 POD基下的数值解.
本文首次将分数阶引入与年龄相关的随机种群动力学模型, 讨论在满足一定的假设条件

下证明了温和解的存在性、唯一性, 得到的结论是文献 [10] 的推广.

2 预备知识

令

V = H1([0, A]) ≡ {ϕ|ϕ ∈ L2([0, A]),
∂ϕ

∂a
∈ L2([0, A]),其中

∂ϕ

∂a
是广义偏导数},

V 是一个 Sobolev 空间, {ωt}t∈J 是定义在完备的概率空间 (Ω,A,P) 取值于可分的 Hilbert
空间K 上的 Brown 运动,

Lp
V = Lp([0, T ];V ), Lp

H = Lp([0, T ];H).

下面, 首先给出两个相关的基本定义.
定义 2.1 [4] 函数 f 的 α 分数阶积分定义为

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

t0

f(s)
(t− s)1−α

ds, t > 0, β > 0,

其中 t ≥ t0 且 α > 0, Γ(·) 为 Gamma 函数.
定义 2.2 [15,16] 函数 f 的 α 阶 Caputo 分数阶微分定义为

Dαf(t) =
1

Γ(n− α)
dn

dtn

∫ t

t0

f(s)
(t− s)α+1−n

ds, t > 0,

其中 t ≥ t0, n 是一个正整数满足 n− 1 < α < n. 特殊地, 当 0 < α < 1 时,

Dαf(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

t0

f ′(s)
(t− s)α

ds, t > 0.

把与年龄相关的随机分数阶种群方程 (1.1) 写成如下形式的积分方程 [16]





Pt = T (t)P0 +
∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)[−µ(s, a)Ps + f(s, Ps)]ds

+
∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)g(s, Ps)dωs,

P (t, 0) =
∫ A

0

β(t, a)Psda,

∀t ∈ J, (2.1)

其中

T (t) =
∫ ∞

0

ξα(θ)S(tαθ)dθ, S (t) = α

∫ ∞

0

θξα(θ)S(tαθ)dθ,
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S(t) 是由一个 V 中的有界线性算子 B = ∂
∂a
生成的 C0 - 半群, ξα 是定义在 (0,∞) 的概率密

度函数, 即 ξα(θ) ≥ 0, θ ∈ (0,∞) 并且
∫ ∞

0

ξα(θ)dθ = 1.

定义 2.3 [17] 如果一个 F t - 循序可测的随机变量 {P (t, a)}t∈J 是方程 (1.1) 的一个温和
解, 则 {P (t, a)}t∈J 满足相应的积分方程 (2.1).
引理 2.4 [18] 如果算子 {T (t)}t∈J 和 {S (t)}t∈J 是强连续的, 则对每个 Pt ∈ H, 当

t1 → t2, 有
‖ T (t2)Pt −T (t1)Pt ‖→ 0, ‖ S (t2)Pt −S (t1)Pt ‖→ 0.

为了证明本文的主要结论, 给出以下假设条件:
(i) µ(t, a) 非负可测, 并且

0 ≤ µ(t, a) ≤ µ0 < ∞, 在 Q 内.

(ii) ∀t ≥ 0, {T (t)}t∈J 和 {S (t)}t∈J 是有界线性算子, 即

Pt ∈ Ip(0, T ;V )
⋂

L2(Ω;C(0, T ;H)),

并且满足 E

∫ T

0

‖ Pt ‖2 dt < ∞, 则存在一个常数 γ > 0, 使得

‖ T (t)Pt ‖≤ Me−γt ‖ Pt ‖,
‖ tα−1S (t)Pt ‖≤ Mα

Γ(α + 1)
e−γt ‖ Pt ‖, ∀t ≥ 0.

(iii) 设 f(t, ·) : L2
H → H 是对几乎所有 t 有定义的非线性算子, 满足

(a.1) f(t, 0) = 0;
(a.2) ∃N > 0, 使得

‖ f(t, x)− f(t, y) ‖2≤ N ‖ x− y ‖2 .

设 g(t, ·) : L2
H → L(K,H) 是对几乎所有 t 有定义的非线性算子, g(t, x) ∈ L(K, H) 且满

足

(b.1) g(t, 0) = 0;
(b.2) ∃L > 0, 使得

‖ g(t, x)− g(t, y) ‖2
2≤ L ‖ x− y ‖2 .

3 温和解的存在性、唯一性

在本节中, 利用第二部分给出的定义和引理, 证明与年龄相关的随机分数阶种群方程
(1.1) 的温和解的存在性、唯一性. 定义算子 Ψ : H → H, 满足如下方程

Ψ(Pt) = T (t)P0 +
∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)(−µ(s, a)Ps)ds

+
∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)f(s, Ps)ds +
∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)g(s, Ps)dωs.

(3.1)
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为了证明文章的主要结论, 先证明如下引理.

引理 3.1 对任意的 Pt ∈ H, ΨPt 在 [0, T ] 上是 L2 - 连续的.

证 令 0 < t1 < t2 < T . 对于方程 (3.1) 的任意固定点 Pt ∈ H, 有

E ‖ ΨPt2 −ΨPt1 ‖2≤ 4[E ‖ (T (t2)−T (t1))P0 ‖2 +
3∑

i=1

E ‖ IP
i (t2)− IP

i (t1) ‖2]. (3.2)

由 T (t) 是强连续的, 则当 t2 − t1 → 0 时, 方程 (3.2) 右侧第一项也趋于零. 接下来, 应用
Holder 不等式和假设条件 (i)–(iii), 有

E ‖ IP
1 (t2)− IP

1 (t1) ‖2

≤ 3E ‖
∫ t2

t1

−µ(s, a)(t2 − s)α−1S (t2 − s)Psds ‖2

+3E ‖
∫ t1

0

−µ(s, a)((t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1)S (t2 − s)Psds ‖2

+3E ‖
∫ t1

0

−µ(s, a)(t1 − s)α−1(S (t2 − s)−S (t1 − s))Psds ‖2

≤ 3(t2 − t1)µ2
0(

Mα
Γ(1+α)

)2
∫ t2

t1

e−2γ(t2−s)E ‖ Ps ‖2 ds

+3µ2
0(

∫ t1

0

‖ ((t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1)S (t2 − s) ‖2 ds)(
∫ t1

0

E ‖ Ps ‖2 ds)

+3µ2
0(

∫ t1

0

‖ (t1 − s)α−1(S (t2 − s)−S (t1 − s)) ‖2 ds)(
∫ t1

0

E ‖ Ps ‖2 ds).

进一步, 有

E ‖ IP
2 (t2)− IP

2 (t1) ‖2

≤ 3E ‖
∫ t2

t1

(t2 − s)α−1S (t2 − s)f(s, Ps)ds ‖2

+3E ‖
∫ t1

0

((t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1)S (t2 − s)f(s, Ps)ds ‖2

+3E ‖
∫ t1

0

(t1 − s)α−1(S (t2 − s)−S (t1 − s))f(s, Ps)ds ‖2

≤ 3(t2 − t1)( Mα
Γ(1+α)

)2
∫ t2

t1

e−2γ(t2−s)E ‖ f(s, Ps) ‖2 ds

+3(
∫ t1

0

‖ ((t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1)S (t2 − s) ‖2 ds)(
∫ t1

0

E ‖ f(s, Ps) ‖2 ds)

+3(
∫ t1

0

‖ (t1 − s)α−1(S (t2 − s)−S (t1 − s)) ‖2 ds)(
∫ t1

0

E ‖ f(s, Ps) ‖2 ds).
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类似的, 应用 Holder 不等式、Itô 积分和假设条件 (i)–(iii), 可得

E ‖ IP
3 (t2)− IP

3 (t1) ‖2

≤ 3E ‖
∫ t2

t1

(t2 − s)α−1S (t2 − s)g(s, Ps)dωs ‖2

+3E ‖
∫ t1

0

((t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1)S (t2 − s)g(s, Ps)dωs ‖2

+3E ‖
∫ t1

0

(t1 − s)α−1(S (t2 − s)−S (t1 − s))g(s, Ps)dωs ‖2

≤ 3( Mα
Γ(1+α)

)2
∫ t2

t1

e−2γ(t2−s)E ‖ g(s, Ps) ‖2
2 ds

+3
∫ t1

0

(‖ ((t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1)S (t2 − s) ‖2)(E ‖ g(s, Ps) ‖2
2)ds

+3
∫ t1

0

(‖ (t1 − s)α−1(S (t2 − s)−S (t1 − s)) ‖2)(E ‖ g(s, Ps) ‖2
2)ds.

因此由S (t) 是强连续的和 Lebesgue 控制收敛定理, 得出这样的结论: 当 t2 − t1 → 0 时, 方
程 (3.2) 右侧不等式趋于零. 因此得出在 [0, T ) 上 ΨPt 是右连续.
类似的可以证明在 [0, T ) 上 ΨPt 是左连续. 因此引理得证.
定理 3.2 如果条件 (i)–(iii) 是成立的, 并且满足下面的不等式, 则方程 (1.1) 存在唯一

的温和解 Pt ∈ H.

M0 = 3T (µ2
0 + N + L)(

Mα

Γ(α + 1)
)2 < 1.

证 应用压缩映射原理证明算子 Ψ 存在一个不动点. 首先, 要证 Ψ(H) ⊂ H. 令 Pt ∈ H,
由 (3.1) 式, 可得

E ‖ ΨPt ‖2≤ 4[E ‖ T (t)P0 ‖2 +
3∑

i=1

E ‖ IP
i (t) ‖2]. (3.3)

现在估计方程 (3.3) 右边的项. 第一项, 由条件 (ii) 可得

E ‖ T (t)P0 ‖2≤ M2e−2γtE ‖ P0 ‖2 . (3.4)

第二项应用 Holder 不等式和假设条件 (i)–(iii) 有

E ‖ IP
1 (t) ‖2 = E ‖

∫ t

0

−µ(s, a)(t− s)α−1S (t− s)Psds ‖2

≤ µ2
0(

Mα
Γ(1+α)

)2(
∫ t

0

e−2γ(t−s)ds)(
∫ t

0

E ‖ Ps ‖2 ds)

≤ µ2
0(

Mα
Γ(1+α)

)2
∫ t

0

E ‖ Ps ‖2 ds.

(3.5)

进一步又可以得到

E ‖ IP
2 (t) ‖2 = E ‖

∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)f(s, Ps)ds ‖2

≤ N( Mα
Γ(1+α)

)2
∫ t

0

E ‖ Ps ‖2 ds.

(3.6)
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类似的, 应用 Itô 积分有

E ‖ IP
3 (t) ‖2 = E ‖

∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)g(s, Ps)dωs ‖2

≤
∫ t

0

E ‖ (t− s)α−1S (t− s)g(s, Ps) ‖2 ds

≤ L( Mα
Γ(1+α)

)2
∫ t

0

E ‖ Ps ‖2 ds.

(3.7)

所以从 (3.4) 式到 (3.7) 式可以得到 E ‖ ΨPt ‖2< ∞. 由引理 3.1 知ΨPt ∈ H. 因此算子Ψ 是
从H 到H 的自映射. 接下来, 将证明Ψ是H 上的连续映射. 事实上, 对任意的 P1t, P2t ∈ H,
由方程 (3.1) 和 Itô 等距公式, 可得

E ‖ ΨP1t −ΨP2t ‖2≤ 3E ‖
∫ t

0

−µ(s, a)(t− s)α−1S (t− s)(P1s − P2s)ds ‖2

+3E ‖
∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)(f(s, P1s)− f(s, P2s))ds ‖2

+3E ‖
∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)(g(s, P1s)− g(s, P2s))dωs ‖2 .

(3.8)

现在估计方程 (3.8) 右边的项. 第一项由 Holder 不等式和假设条件 (i)–(iii), 有

3E ‖
∫ t

0

−µ(s, a)(t− s)α−1S (t− s)(P1s − P2s)ds ‖2

≤ 3µ2
0(

Mα
Γ(1+α)

)2(
∫ t

0

e−2γ(t−s)ds)(
∫ t

0

E ‖ P1s − P2s ‖2 ds)

≤ 3µ2
0(

Mα
Γ(1+α)

)2
∫ t

0

E ‖ P1s − P2s ‖2 ds.

(3.9)

类似的, 第二项为

3E ‖
∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)(f(s, P1s)− f(s, P2s))ds ‖2

≤ 3N( Mα
Γ(1+α)

)2
∫ t

0

E ‖ P1s − P2s ‖2 ds.

(3.10)

接下来, 对方程 (3.7) 的第三项应用 Itô 积分可得

3E ‖
∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)(g(s, P1s)− g(s, P2s))dωs ‖2

≤ 3
∫ t

0

E ‖ (t− s)α−1S (t− s)(g(s, P1s)− g(s, P2s)) ‖2
2 ds

≤ 3L( Mα
Γ(1+α)

)2
∫ t

0

E ‖ P1s − P2s ‖2 ds.

(3.11)

因此 ∀t ∈ J 由方程 (3.9)–(3.11) 可以得到

E ‖ ΨP1t −ΨP2t ‖2≤ 3(µ2
0 + N + L)( Mα

Γ(α+1)
)2

∫ t

0

E ‖ P1s − P2s ‖2 ds.
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即

‖ ΨP1t −ΨP2t ‖2≤ M0 ‖ P1t − P2t ‖2 . (3.12)

从方程 (3.12) 可以得出 Ψ 是连续映射. 由 Banach 压缩映射原理, 在 H 上存在唯一不动点

Pt, 使得 ΨPt = Pt. 因此可以得到

Pt = T (t)P0 +
∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)[−µ(s, a)Ps + f(s, Ps)]ds

+
∫ t

0

(t− s)α−1S (t− s)g(s, Ps)dωs.

即 Pt ∈ H 是方程 (1.1) 的温和解. 定理得证.

4 结 论

本文用分数阶导数代替古典的随机种群系统中关于时间的整数阶导数, 得到了一类随机
分数阶种群模型, 该模型较传统的随机种群系统能更好地刻画现实中的种群问题, 尤其对具
有遗传性的种群现象. 在引入分数阶概念的基础上, 利用不动点定理、随机分析和算子半群理
论, 讨论了随机分数阶种群系统温和解的存在性、唯一性. 所得到的结论为种群未来的研究
提供了一定的理论依据.
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EXISTENCE, UNIQUENESS FOR STOCHASTIC

FRACTIONAL-ORDER AGE-DEPENDENT POPULATION

YANG Hong-fu, ZHANG Qi-min
(School of Mathematics and Information Science, Beifang University for Nationalities,

Yinchuan 750021, China)

Abstract: In this paper, we study a class of stochastic fractional-order age-dependent

population dynamic system. By using fixed point theorem, stochastic analysis and semigroup of

operators theory, the main conclusion of the existence and uniqueness of mild solution to stochastic

fractional-order age-dependent population equations are obtained. This paper is a generalization

of the stochastic integer order population system.

Keywords: existence; uniqueness; stochastic fractional-order population system; mild

solution
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