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随机环境中马氏链函数的强大数定律
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摘要: 本文研究了随机环境中马氏链函数的强极限定理, 得到了随机环境中马氏链函数强大数

定律成立的两个充分条件, 拓宽了已有定理的适用范围.

关键词: 随机环境; 马氏链; 强大数定律

MR(2010) 主题分类号: 60F05; 60J10 中图分类号: O211.62

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2016)06-1245-08

1 引言与引理

20 世纪 80 年代初 Cogburn 等人开始研究随机环境中马氏链的一般理论, 取得一系列深
刻而丰富的成果 [1−3]. Orey [4] 在 Cogburn 等人研究的基础对随机环境中马氏链进行了深入
地研究, 并提出一系列的问题, 引起众多概率论学者的关注. 目前有关随机环境中马氏链的强
大数定律方面的研究文献比较多, 如李应求 [8] 研究了马氏环境中马氏链的强极限定理, 同时
在文献 [9] 中研究了具有离散参数量的马氏环境中马氏链函数的强大数定律. 然而随机环境
中马氏链函数的强大数定律研究却很少, 鉴于此, 本文通过对一类马氏链函数强大数定理的
研究, 推进这方面的研究. 本文研究了随机环境中马氏链函数的强极限定理, 得到了随机环境
中马氏链函数强大数定律成立的两个充分条件, 已有的文献是在马氏环境中给出了马氏链函
数的强大数定律, 本文仅在随机环境的条件下得到了类似的结论, 从而拓宽了已有定理的适
用范围.
本文沿用文 [1–4]中的符号和术语,设N表示整数集, N+表示非负整数集, (Ω,F , P )是一

概率空间, (X,A)和 (Θ,B)均为任意的可测空间,
−→
ξ = {ξn : n ∈ N+}和−→

X = {Xn : n ∈ N+}
分别是 (Ω,F , P ) 上取值于 Θ 和 X 的随机序列, {P (θ) : θ ∈ Θ} 是 (X,A) 上的一族转移函
数, 且对任意的 A ∈ A, P (·; ·, A) 是关于 B ×A 可测的, {Kn(., .)} 是 (Θ,B) 上的一步转移概
率函数族, 且假定任意的 B ∈ B,Kn(., B) 是关于 B 可测的. 对任意序列 −→η = {ηn, n ∈ N+},
记
−→
ηr

k = {ηn, k ≤ n ≤ r}.
定义 1 [5] 如果对任意的 A∈ A, n ∈ N+, 有

P (X0 ∈ A | −→ξ∞0 ) = P (X0 ∈ A | ξ0),

P (Xn+1 ∈ A | −→Xn
0 ,
−→
ξ∞0 ) = P (ξn;Xn, A),

则称
−→
X 是随机环境

−→
ξ 中的马氏链.
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引理 1 [5] −→X 是随机环境 −→
ξ 中的马氏链, {fn(.)}n≥0 是 (X,A) 上的有界可测函数列, 令

Fn = σ(
−→
Xn

0 ,
−→
ξ n

0 ), 则 E[fn(Xn)|Fn−1] = E[fn(Xn)|Xn−1, ξn−1] a.s..

引理 2 [6] (克罗内克引理) 设 {xn} 是实数的一个序列, {αn, n > 0} 是 lim
n→∞

αn = ∞ 的

一个正数列, 若
∞∑

n=1

xn

αn
< ∞, 则 lim

n→∞
1

αn

n∑
k=1

xk = 0.

引理 3 [6] 对任意的事件 {En, n ∈ N+}, 若
∞∑

n=0

P (En) < ∞, 则 P (En i.o.) = 0.

2 主要结果及证明

定理 1 设
−→
X 是随机环境

−→
ξ 中的马氏链, {fn(Xn)}n≥0 是 (X,A) 上的可测函数列, 且

0 < an ↑ ∞, 若
∞∑

n=0

E
|fn(Xn)|β

an|fn(Xn)|β−1 + aβ
n

< ∞ (1 ≤ β ≤ 2), (2.1)

则 ∀k ≥ 1 有
∞∑

n=0

fn(Xn)−E(fn(Xn)|Xn−k, ξn−k)
an

< ∞ a.s.,

及

lim
n→∞

1
an

n∑
m=0

(fm(Xm)−E(fm(Xm)|Xm−k, ξm−k)) = 0 a.s.,

这里约定 ∀k ≥ 1, X−k = 0, ξ−k = 0.

证 k = 1 的情况. 因为 1 ≤ β ≤ 2, 所以当 |fn(Xn)| > an > 0 时, 有

2|fn(Xn)|β
an|fn(Xn)|β−1 + aβ

n

>
2|fn(Xn)|β
2|fn(Xn)|β = 1,

由 (2.1) 式可知

∞∑
n=0

P (|fn(Xn)| > an) =
∞∑

n=0

EI{|fn(Xn)|>an}

≤
∞∑

n=0

E
2|fn(Xn)|β

an|fn(Xn)|β−1 + aβ
n

I{|fn(Xn)|>an}

≤
∞∑

n=0

E
2|fn(Xn)|β

an|fn(Xn)|β−1 + aβ
n

< ∞.

由引理 3 可知 P (|fn(Xn)| > an i.o.) = 0, 即 P ( |fn(Xn)|
an

> 1 i.o.) = 0, 所以

∞∑
n=0

fn(Xn)
an

I{|fn(Xn)|>an} < ∞ a.s., (2.2)
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由 (2.1) 式知

E
∞∑

n=0

|Efn(Xn)
an

I{|fn(Xn)|>an}|(Xn−1, ξn−1)|

≤ E
∞∑

n=0

|E |fn(Xn)|
an

I{|fn(Xn)|>an}|(Xn−1, ξn−1)|

≤
∞∑

n=0

E(
|fn(Xn)|

an

2|fn(Xn)|β−1

aβ−1
n + |fn(Xn)|β−1

I{|fn(Xn)|>an}|(Xn−1, ξn−1))

≤ 2
∞∑

n=0

E
|fn(Xn)|β

an|fn(Xn)|β−1 + aβ
n

< ∞,

所以
∞∑

n=0

E(
fn(Xn)

an

I{|fn(Xn)|>an}|(Xn−1, ξn−1)) < ∞ a.s.. (2.3)

记

Yn =
fn(Xn)

an

I{|fn(Xn)|≤an} −E(
fn(Xn)

an

I{|fn(Xn)|≤an}|(Xn−1, ξn−1)),

因为 fn(Xn)
an

I{|fn(Xn)|≤an} ≤ 1, 所以由引理 1 可知 {Yn, n ≥ 0} 是关于 σ 代数族 {Fn, n ≥
0} 的鞅差序列. 由鞅差序列正交性知, 对任意 i 6= j 有 EYiYj = 0, 对 1 ≤ β ≤ 2 有

E|
n∑

m=0

Ym|2 =
n∑

m=0

EY 2
m

≤ 4
n∑

m=0

E
|fm(Xm)|2

a2
m

I{|fm(Xm)|≤am}

≤ 4
n∑

m=0

E
|fm(Xm)|β

aβ
m

I{|fm(Xm)|≤am}

≤ 4
n∑

m=0

E
2|fm(Xm)|β

aβ
m + am|fm(Xm)|β−1

I{|fm(Xm)|≤am},

由 (2.1) 式可知 sup
n≥0

E|
n∑

m=0

Ym|2 < ∞, 所以
n∑

m=0

Ym 是 L2 收敛的, 而 L2 收敛的鞅是 a.s. 收

敛的, 即
∞∑

n=0

Yn < ∞ a.s., (2.4)

所以

∞∑
n=1

fn(Xn)−E(fn(Xn)|(Xn−1, ξn−1))
an

=
∞∑

n=1

(
fn(Xn)

an

I{|fn(Xn)|>an}) +
∞∑

n=0

Yn −
∞∑

n=0

E
fn(Xn)

an

I{|fn(Xn)|>an})|(Xn−1, ξn−1)),
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由 (2.2)、(2.3) 和 (2.4) 式可知

∞∑
n=1

fn(Xn)−E(fn(Xn)|(Xn−1, ξn−1))
an

< ∞ a.s.. (2.5)

下面考虑 k > 1 的情形. 由 {Xn, n ≥ 0} 的马氏性知, 对于任意的 m = 1, 2, · · · , k −
1, {Xnk+m, n ≥ 0} 也是马氏链, 由 (2.1) 式显然有

∞∑
n=0

E
|fnk+m(Xnk+m)|β

ank+m|fnk+m(Xnk+m)|β−1 + aβ
nk+m

< ∞.

由 (2.5) 式知, 对任意的m = 1, 2, · · · , k − 1, 有

∞∑
n=1

fnk+m(Xnk+m)−E(fnk+m(Xnk+m)|(X(n−1)k+m, ξ(n−1)k+m))
ank+m

< ∞ a.s.. (2.6)

从而由 (2.6) 式知

∞∑
n=1

fn(Xn)−E(fn(Xn)|(Xn−k, ξn−k))
an

=
∞∑

n=1

k−1∑
m=1

fnk+m(Xnk+m)−E(fnk+m(Xnk+m)|(X(n−1)k+m, ξ(n−1)k+m))
ank+m

=
k−1∑
m=1

∞∑
n=1

fnk+m(Xnk+m)−E(fnk+m(Xnk+m)|(X(n−1)k+m, ξ(n−1)k+m))
ank+m

< ∞ a.s.. (2.7)

由引理 2 和 (2.7) 式知

lim
n→∞

1
an

n∑
m=1

(fm(Xm)−E(fm(Xm)|Xm−k, ξm−k)) = 0 a.s..

即定理 1 得证.
注 定理 1 与文献 [7] 中的引理 4 都给出了随机环境中马氏链函数强大数定律成立的充

分条件, 但是两个定理应用的前提条件不一样.
定理 2

−→
X 是随机环境

−→
ξ 中的马氏链, {fn(Xn)}n≥0 是 (X,A) 上的可测函数列, 且

0 < an ↑ ∞, 若存在 0 ≤ α ≤ 2, β > 0 使得

lim sup
n→∞

1
an

n∑
k=1

E[|fn(Xn)|αeβ|fn(Xn)||Fk−1] = ϕ(α, β) < ∞,

则

lim
n→∞

1
an

n∑
k=1

(fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)) = 0 a.s..
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证 对任意非零的实数 λ, 令

M0(λ) = 1,Mn(λ) =
e

λ
n∑

k=1
fk(Xk)

n∏
k=1

E[eλfk(Xk)|Fk−1]
, n ≥ 1.

易证 E(Mn+1|Fn) = Mn, 所以 {Mn(λ),Fn, n ≥ 1} 是非负实值鞅, 由鞅收敛定理可知
lim

n→∞
Mn(λ) < ∞ a.s., 因此当 0 < an ↑ ∞, 有 lim sup

n→∞
1

an
lnMn(λ) ≤ 0 a.s., 即

lim sup
n→∞

1
an

{λ
n∑

k=1

fk(Xk)−
n∑

k=1

lnE[eλfk(Xk)|Fk−1]} ≤ 0 a.s.. (2.8)

当 λ > 0 时, 将 (2.8) 式两边同除以 λ 可得

lim sup
n→∞

1
an

{
n∑

k=1

fk(Xk)−
n∑

k=1

1
λ

lnE[eλfk(Xk)|Fk−1]} ≤ 0 a.s.. (2.9)

当 λ < 0 时, 将 (2.8) 式两边同除以 λ 可得

lim inf
n→∞

1
an

{
n∑

k=1

fk(Xk)−
n∑

k=1

1
λ

lnE[eλfk(Xk)|Fk−1]} ≥ 0 a.s.. (2.10)

首先证明 0 ≤ α ≤ 1 的情况. 当 0 < λ < β, 因为

lnx ≤ x− 1(x > 0), ex − 1− x ≤ |x|2e|x|

和

sup{xpe−mx, x > 0} ≤ (
p

me
)p(p ≥ 1,m > 0),

故由 (2.9) 式得

lim sup
n→∞

1
an

n∑
k=1

[fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)]

≤ lim sup
n→∞

1
an

n∑
k=1

[
1
λ

lnE(eλfk(Xk)|Fk−1)−E(fk(Xk)|Fk−1)]

≤ lim sup
n→∞

1
λan

n∑
k=1

[E(eλfk(Xk)|Fk−1)− 1− λE(fk(Xk)|Fk−1)]

≤ lim sup
n→∞

1
λan

n∑
k=1

E(|λfk(Xk)|2e|λfk(Xk)||Fk−1)

= lim sup
n→∞

λ

an

n∑
k=1

E(|fn(Xn)|αeβ|fn(Xn)||fn(Xn)|2−αe(λ−β)|fn(Xn)||Fk−1)

≤ λ[
2− α

(β − λ)e
]2−αϕ(α, β) a.s.. (2.11)
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令 λ ↓ 0, 由 (2.11) 式可得

lim sup
n→∞

1
an

n∑
k=1

[fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)] ≤ 0 a.s.. (2.12)

当 β < λ < 0, 由 (2.10) 式和类似 (2.11) 式计算可得

lim inf
n→∞

1
an

n∑
k=1

[fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)]

≥ lim inf
n→∞

1
an

n∑
k=1

[
1
λ

lnE(eλfk(Xk)|Fk−1)−E(fk(Xk)|Fk−1)]

≥ λ[
2− α

(β − λ)e
]2−αϕ(α, β) a.s..

令 λ ↑ 0, 由上式可得

lim inf
n→∞

1
an

n∑
k=1

[fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)] ≥ 0 a.s.. (2.13)

联立 (2.12)、(2.13) 式可得, 当 0 ≤ α ≤ 1 有

lim
n→∞

1
an

n∑
k=1

(fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)) = 0 a.s..

再证明 1 < α ≤ 2 的情况.
当 0 < λ < β, 因为 lnx ≤ x− 1(x > 0), ex − 1− x ≤ |x|αe|x|(1 < α ≤ 2), 类似 (2.11) 式

得

lim sup
n→∞

1
an

n∑
k=1

[fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)]

≤ lim sup
n→∞

1
λan

n∑
k=1

E(|λfk(Xk)|αe|λfk(Xk)||Fk−1)

= lim sup
n→∞

λα−1

an

n∑
k=1

E(|fn(Xn)|αeβ|fn(Xn)|e(λ−β)|fn(Xn)||Fk−1)

≤ λα−1ϕ(α, β) a.s..

令 λ ↓ 0, 则

lim sup
n→∞

1
an

n∑
k=1

[fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)] ≤ 0 a.s.. (2.14)

当 β < λ < 0, 类似可得

lim inf
n→∞

1
an

n∑
k=1

[fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)] ≥ 0 a.s.. (2.15)
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联立 (2.14), (2.15) 式得, 当 1 < α ≤ 2 有

lim
n→∞

1
an

n∑
k=1

(fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)) = 0 a.s..

综上所述, 定理 2 得证.
推论 1

−→
X 是随机环境

−→
ξ 中的马氏链, {fn(Xn)}n≥0 是 (X,A) 上的有界可测函数列, 且

0 < an ↑ ∞, 若存在 1 < α ≤ 2 使得 lim sup
n→∞

1
an

∑n

k=1 E[|fn(Xn)|α|Fk−1] < ∞, 则

lim
n→∞

1
an

n∑
k=1

(fk(Xk)−E(fk(Xk)|(Xn−1, ξn−1)) = 0 a.s..

证 因为 {fn(Xn)}n≥0 是有界可测函数列, 则存在正数 M , 使对任意的 n ≥ 0, 有
|{fn(Xn)}| ≤ M . 当 0 < λ < 1 时, 因为 1 < α ≤ 2, 则由定理 2 的证明过程可得

lim sup
n→∞

1
an

n∑
k=1

[fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)]

≤ lim sup
n→∞

1
λan

n∑
k=1

E(|λfk(Xk)|αe|λfk(Xk)||Fk−1)

≤ lim sup
n→∞

Mλα−1

an

n∑
k=1

E(|fn(Xn)|α|Fk−1),

令 λ ↓ 0, 由 lim sup
n→∞

1
an

n∑
k=1

E[|fn(Xn)|α] < ∞, 得

lim sup
n→∞

1
an

n∑
k=1

[fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)] ≤ 0 a.s.. (2.16)

当 λ < 0 时, 同时可得

lim inf
n→∞

1
an

n∑
k=1

[fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)] ≥ 0 a.s.. (2.17)

联立 (2.16)、(2.17) 式得, 当 1 < α ≤ 2 有

lim
n→∞

1
an

n∑
k=1

(fk(Xk)−E(fk(Xk)|Fk−1)) = 0 a.s..

因为 {fn(Xn)}n≥0 是有界可测函数列, 由引理 1 可得

lim
n→∞

1
an

n∑
k=1

(fk(Xk)−E(fk(Xk)|(Xn−1, ξn−1)) = 0 a.s..

综上所述, 推论 1 得证.
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A STRONG LAW OF LARGE NUMBERS FOR FUNCTION OF

MARKOV CHAINS IN RANDOM ENVIRONMENTS
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Abstract: In this paper, strong limit theorem for function of Markov chains in random

environments are investigated. Moreover two sufficients for the strong law of large numbers for

function of Markov chains in random environments are obtained. Some laws we abtained broaden

the using area of some results already have.
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