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摘 要: 本文研究了一类带有非线性范数型源的反应扩散方程组 ut = ∆um + a ‖up1vq1‖r1
α ,

vt = ∆vn + b ‖vp2wq2‖r2
β , wt = ∆wh + c ‖wp3uq3‖r3

γ 在齐次 Dirichlet 边界条件下解的爆破问题. 利

用上下解方法和构造辅助函数的技巧, 得到了方程组解的整体存在与爆破的准则, 将当前的一些研究

结果推广到更复杂的情形.
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1 引言

本文研究如下具有范数型源的反应扩散方程组解的爆破性质:

ut = ∆um + a ‖up1vq1‖r1
α , x ∈ Ω, t > 0,

vt = ∆vn + b ‖vp2wq2‖r2
β , x ∈ Ω, t > 0,

wt = ∆wh + c ‖wp3uq3‖r3
γ , x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = v(x, t) = w(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω,

(1.1)

其中 Ω 是 RN (N ≥ 1) 中一个具有光滑边界 ∂Ω 的有界区域, 常数 m,n, h > 1, a, b, c > 0,

α, β, γ ≥ 1, ri > 0 及 pi ≥ 0, qi > 0 (i = 1, 2, 3), 初值函数 u0(x), v0(x), w0(x) 是 Ω 上的非负
有界连续函数, 这里的范数

‖.‖α
α =

∫

Ω

|.|αdx.

问题 (1.1) 是很值得研究的, 因为它能够描述不同的物理现象, 例如生物种群的研究中,
可以用 u、v 及 w 来刻画同一种环境下, 三种不同的物种在生长过程的密度 (见文 [1–4] 及相
应的文献); 它也能刻画混合物燃烧后的热传播过程和化学反应过程.
在过去的几十年里, 对于带有局部源和没有局部源的反应扩散方程组得到了很多数学工

作者的研究. 例如, 在文 [5] 中, Deng 研究了下列带齐次 Dirichlet 边界条件的初边值问题:

ut = ∆um + uαvp, vt = ∆vn + uqvβ, x ∈ Ω, t > 0 , (1.2)
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他们证明了如果m > α, n > β 及 pq < (m− α)(n− β), 则问题 (1.2) 的每一个非负解整体存
在, 而如果m < α 或 n < β 或 pq > (m− α)(n− β), 则该问题既存在整体非负解, 也有爆破
的非负解.
在相同的初边值条件下, Li 等人在文 [6] 中考虑了下列问题:

ut = ∆u + uα(x0, t)vp(x0, t), vt = ∆v + uq(x0, t)vβ(x0, t), x ∈ Ω, t > 0 , (1.3)

作者给出了上述问题解 (u, v) 同时爆破的充分必要条件, 并得到了一致爆破模式和爆破率的
精确估计.
对于具有非局部源项的问题, 其解的整体存在和有限时刻爆破行为也得到了相应的研究.

如文 [7] 中, Deng 等人研究了

ut = ∆um + a ‖v‖p
α , vt = ∆vn + b ‖u‖q

β , x ∈ Ω, t > 0, (1.4)

在齐次 Dirichlet 边界条件下, 他们证明了当 pq < mn 时, 每一个非负解是整体存在的; 如果
pq > mn , 整体解与爆破解同时存在; 他们的结果表明 pc = pq −mn 是问题 (1.4) 的临界指
标.
近年来, Kong 等人在文 [8] 中研究了如下的方程组

ut = ∆u +
∫

Ω

um(x, t)vn(x, t)dx, vt = ∆v +
∫

Ω

vp(x, t)uq(x, t)dx, (1.5)

作者建立了相应问题的解是整体存在和有限时刻爆破的条件.
关于非局部退化抛物方程的研究, 读者还可以查阅其他的相关文献 (如文 [9–12])．
受上述文献的启发, 以构造的技巧, 用更加简单的方法推广了前述文献的研究结果, 讨论

问题 (1.1) 解的整体存在与爆破准则, 并得到如下结果.
定理 1.1 若下列条件之一成立, 那么问题 (1.1) 的解整体存在.
(1) m > p1r1, n > p2r2, h > p3r3,且 (r1q1)(r2q2)(r3q3) < (m−r1p1)(n−r2p2)(h−r3p3);
(2) m ≤ p1r1 或 n ≤ p2r2 或 h ≤ p3r3 或

m > p1r1, n > p2r2, h > p3r3, (r1q1)(r2q2)(r3q3) > (m− r1p1)(n− r2p2)(h− r3p3),

且初值 u0(x), v0(x), w0(x) 充分小;
(3) m > p1r1, n > p2r2, h > p3r3, (r1q1)(r2q2)(r3q3) = (m − r1p1)(n − r2p2)(h − r3p3),

且 a, b, c 充分小.
定理 1.2 若下列条件之一成立, 那么问题 (1.1) 的解在有限时刻爆破.
(1) m > p1r1, n > p2r2, h > p3r3,

(r1q1)(r2q2)(r3q3) > (m− r1p1)(n− r2p2)(h− r3p3),

且初值 u0(x), v0(x), w0(x) 充分大;
(2) m ≤ p1r1 或 n ≤ p2r2 或 h ≤ p3r3, 且初值 u0(x), v0(x), w0(x) 充分大;
(3) m > p1r1, n > p2r2, h > p3r3,

(r1q1)(r2q2)(r3q3) = (m− r1p1)(n− r2p2)(h− r3p3),
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并且区域 Ω 包含一个充分大的球, 而初值 u0(x), v0(x), w0(x) 在 Ω 上为正的连续函数.

2 预备知识

在这里给出问题 (1.1) 的弱解的定义．对任意的 0 < T < ∞, 设 QT = Ω × (0, T ),
ST = ∂Ω× (0, T ).
定义 2.1 称函数组 (u(x, t), v(x, t), w(x, t)) 是问题 (1.1) 在 QT 上的弱下解, 如果下列

条件都成立:
(1) (u(x, t), v(x, t), w(x, t)) ∈ L∞(QT );
(2) u(x, t), v(x, t), w(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ ST , u(x, 0) ≤ u0(x), v(x, 0) ≤ v0(x), w(x, 0) ≤

w0(x), x ∈ Ω;
(3)∫

Ω

(u(x, t)ψ1(x, t)− u0(x)ψ1(x, 0))dx ≤
∫ t

0

∫

Ω

(uψ1s + um∆ψ1 + a ‖up1vq1‖r1
α ψ1)dxds,

∫

Ω

(v(x, t)ψ2(x, t)− v0(x)ψ2(x, 0))dx ≤
∫ t

0

∫

Ω

(vψ2s + vn∆ψ2 + b ‖vp2wq2‖r2
β ψ2)dxds,

∫

Ω

(w(x, t)ψ3(x, t)− w0(x)ψ3(x, 0))dx ≤
∫ t

0

∫

Ω

(wψ3s + wn∆ψ3 + c ‖wp3uq3‖r3
γ ψ3)dxds,

其中 t ∈ [0, T ], 且 ψ1, ψ2, ψ3 属于函数族

Ψ ≡ {ψ ∈ C(QT );ψt,∆ψ ∈ C(QT ) ∩ L2(QT );ψ ≥ 0, ψ(x, t)
∣∣
∂Ω×(0,T ) = 0}.

类似的,改变上式中所有不等号的方向可以得到弱上解的定义.称 (u(x, t), v(x, t), w(x, t))
是问题 (1.1) 的弱解, 如果它既是 (1.1) 的弱下解, 又是弱上解. 显然, 问题 (1.1) 的每个非负
古典解都是定义 2.1 意义下的弱解.
类似于文 [8] 那样, 能论证问题 (1.1) 弱解的局部存在性和相应的强极值原理, 这里省略

了, 而下列的比较原理成立.
引理 2.2 (比较原理) 设 (u, v, w) 与 (u, v, w) 分别是问题 (1.1) 在 QT 上的非负上、下解.

如果 (u0, v0, w0) ≤ (u0, v0, w0) 或者存在常数 δ, 使得

u, v, w ≥ δ > 0 或 u, v, w ≥ δ > 0 (2.1)

成立. 那么在 QT 上, (u, v, w) ≤ (u, v, w) .

3 定理 1 的证明

由比较原理, 只需要对任意 T > 0, 构造出有界的正弱上解即可.
设 ϕ(x) 是下列椭圆问题的解

−∆ϕ(x) = 1, x ∈ Ω; ϕ(x) = 1, x ∈ ∂Ω. (3.1)

记 C = max
x∈Ω

ϕ(x), 则 1 ≤ ϕ(x) ≤ C. 定义 u, v, w 为如下形式

u = Kl1ϕ
1
m (x), v = Kl2ϕ

1
n (x), ω = Kl3ϕ

1
h (x), (3.2)
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其中 l1, l2, l3 > 0, K > 0 将在后面被确定. 显然, 对于任意 T > 0, (u, v, w) 是有界的, 且
u ≥ Kl1 > 0, v ≥ Kl2 > 0, w ≥ Kl3 > 0. 通过一系列的计算, 可得

ut −∆um − a ‖up1vq1‖r1
α = Kml1 − a

∥∥∥Kl1p1
ϕ

p1
m Kl2q1ϕ

q1
n

∥∥∥
r1

α

≥ Kml1 − aKr1(l1p1+l2q1)Cr1(
p1
m +

q1
n )|Ω|

r1
α ,

vt −∆vn − b ‖vp2wq2‖r2
β = Knl2 − b

∥∥∥Kl2p2ϕ
p2
n Kl3q2ϕ

q2
h

∥∥∥
r2

β

≥ Knl2 − bKr2(l2p2+l3q2)Cr2(
p2
n +

q2
h )|Ω|

r2
β ,

wt −∆wh − c ‖wp3uq3‖r3
γ = Khl3 − c

∥∥∥Kl3p3
ϕ

p3
h Kl1q3ϕ

q3
m

∥∥∥
r3

γ

≥ Khl3 − cKr3(l3p3+l1q3)Cr3(
p3
h +

q3
m )|Ω|

r3
γ .

(3.3)

记

C1 = (aCr1(
p1
m +

q1
n )|Ω|

r1
α )1/(ml1−l1r1p1−l2r1q1),

C2 = (bCr2(
p2
n +

q2
h )|Ω|

r2
β )1/(nl2−l2r2p2−l3r2q2),

C3 = (cCr3(
p3
h +

q3
m )|Ω|

r3
γ )1/(hl3−l3r3p3−l1r3q3). (3.4)

(1) 若m > p1r1, n > p2r2, h > p3r3, (r1q1)(r2q2)(r3q3) < (m−r1p1)(n−r2p2)(h−r3p3),
那么存在正常数 l1, l2 使得

r1q1

m− r1p1

<
l1
l2

<
(h− r3p3)(n− r2p2)

(r2q2)(r3q3)
. (3.5)

同时, 也存在正数 l3 使得
l3
l2

<
n− r2p2

r2q2

,
l1
l3

<
h− r3p3

r3q3

. (3.6)

从而

r1q1l2 < (m− r1p1)l1, r2q2l3 < (n− r2p2)l2, r3q3l1 < (h− r3p3)l3. (3.7)

根据 (3.7) 式, 能选择充分大的K 使得K ≥ max{C1, C2, C3} , 且

Kl1 ≥ u0(x), Kl2 ≥ v0(x), Kl3 ≥ w0(x). (3.8)

根据 (3.3)–(3.8) 式, 那么由 (3.2) 式定义的 (u, v, w) 是问题 (1.1) 的正弱上解, 因此由比较原
理知 (u, v, w) ≤ (u, v, w), 进而意味着 (u, v, w) 整体存在.

(2) 若m ≤ p1r1 或 n ≤ p2r2 或 h ≤ p3r3 或

m > p1r1, n > p2r2, h > p3r3, (r1q1)(r2q2)(rq3) > (m− r1p1)(n− r2p2)(h− r3p3),

那么存在三个正常数 l1, l2, l3 使得

r1q1l2 > (m− r1p1)l1, r2q2l3 > (n− r2p2)l2, r3q3l1 > (h− r3p3)l3. (3.9)



No. 1 钟光胜等: 具有非线性范数型源的反应扩散方程组解的爆破性质 133

那么能选择充分小的 K , 使得 K ≤ min{C1, C2, C3}. 进一步, 假设 u0(x), v0(x), w0(x) 也是
充分小, 并满足式 (3.8). 同样的, 由 (3.2) 式定义的 (u, v, w) 也是问题 (1.1) 的弱上解, 因此
(u, v, w) 整体存在.

(3) 若m > p1r1, n > p2r2, h > p3r3,

(r1q1)(r2q2)(r3q3) = (m− r1p1)(n− r2p2)(h− r3p3),

那么存在正常数 l1, l2, l3 使得

r1q1

m− r1p1

=
l1
l2

,
n− r2p2

r2q2

=
l3
l2

,
h− r3p3

r3q3

=
l1
l3

. (3.10)

从而

r1q1l2 = (m− r1p1)l1, r2q2l3 = (n− r2p2)l2, r3q3l1 = (h− r3p3)l3. (3.11)

假定 a, b, c 充分小, 且满足

a ≤ (Cr1(
p1
m +

q1
n )|Ω|

r1
α )−1,

b ≤ (Cr2(
p2
n +

q2
h )|Ω|

r2
β )−1,

c ≤ (Cr3(
p3
h +

q3
m )|Ω|

r3
γ )−1. (3.12)

另外, 可以选择充分大的 K 使得 (3.8) 式成立. 那么根据 (3.3), (3.8), (3.10)–(3.12) 式, 由
(3.2) 式定义的 (u, v, w) 也是问题 (1.1) 的弱上解. 根据比较原理 (u, v, w) ≤ (u, v, w). 因此
可以得到 (u, v, w) 是整体存在的. 定理 1 证毕.

4 定理 2 的证明

在本节将通过构造问题 (1.1) 的爆破弱下解来证明定理 2.
设 λ 和 φ(x) 是下列特征问题的第一特征值和相应的特征函数

−∆φ(x) = λφ(x), x ∈ Ω; φ(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (4.1)

显然 φ(x) 在 Ω 上可正则化成 φ(x) > 0, 且 max
Ω

φ(x) = 1. 在 ∂Ω 上, ∂φ/∂n < 0, 其中 n 为

∂Ω 的外法线方向. 记 d = min
x∈Ω

φ(x).

定义 u(x, t), v(x, t), w(x, t) 如下

u(x, t) = sl1(t)φ
1
m (x), v(x, t) = sl2(t)φ

1
n (x), w(x, t) = sl3(t)φ

1
h (x), (4.2)

其中 s(t) 为初值问题

s′(t) = ksθ, s(0) = s0 > 0 (4.3)

的解, 这里 k, s0 > 0, θ > 1 待定. 显然 s(t) ≥ s0, 且在有限时刻无界, 而且

u ≥ dl1s
1
m

0 > 0, v ≥ dl2s
1
n

0 > 0, w ≥ dl3s
1
h

0 > 0. (4.4)



134 数 学 杂 志 Vol. 37

直接计算知

∆um + a ‖up1vq1‖r1
α = −λsml1φ + as(l1p1+l2q1)r1

∥∥∥φ
p1
m +

q1
n

∥∥∥
r1

α

= l1s
l1−1φ

1
m (−λsml1−l1+1φ1− 1

m

l1
+

ac1φ
− 1

m

l1
s(l1p1+l2q1)r1−l1+1)

≥ l1s
l1−1φ

1
m

ac1

l1
sml1−l1+1(− λ

ac1

+ s(l1p1+l2q1)r1−ml1),

ut = l1s
l1−1φ

1
m s′(t). (4.5)

类似有

∆vn + b ‖vp2wq2‖r2
β = −λsnl2φ + bs(l2p2+l3q2)r2

∥∥∥φ
p2
n +

q2
h

∥∥∥
r2

β

≥ l2s
l2−1φ

1
n

bc2

l2
snl2−l2+1(− λ

bc2

+ s(l2p2+l3q2)r2−nl2), (4.6)

vt = l2s
l2−1φ

1
n s′(t),

∆wh + c ‖wp3uq3‖r3
γ = −λshl3φ + cs(l3p3+l1q3)r3

∥∥∥φ
p3
h +

q3
m

∥∥∥
r3

γ

≥ l3s
l3−1φ

1
h

cc3

l3
shl3−l3+1(− λ

cc3

+ s(l3p3+l1q3)r3−hl3), (4.7)

wt = l3s
l3−1φ

1
h s′(t),

其中

c1 =
∥∥∥φ

p1
m +

q1
n

∥∥∥
r1

α
, c2 =

∥∥∥φ
p2
n +

q2
h

∥∥∥
r2

β
, c3 =

∥∥∥φ
p3
h +

q3
m

∥∥∥
r3

γ
. (4.8)

(1) 如果m > p1r1, n > p2r2, h > p3r3, (r1q1)(r2q2)(r3q3) > (m−r1p1)(n−r2p2)(h−r3p3),
那么存在正数 l1, l2, l3 使得

r1q1l2 > (m− r1p1)l1, r2q2l3 > (n− r2p2)l2, r3q3l1 > (h− r3p3)l3. (4.9)

选取

k = min{ac1

l1
,
bc2

l2
,
cc3

l3
},

θ = min{ml1 − l1 + 1, nl2 − l2 + 1, hl3 − l3 + 1} > 1,

s0 = max{( λ

ac1

+ 1)1/((l1p1+l2q1)r1−ml1),

(
λ

bc2

+ 1)1/((l2p2+l3q2)r2−nl2), (
λ

cc3

+ 1)1/((l3p3+l1q3)r3−hl3)} > 1. (4.10)

假设 u0(x), v0(x), w0(x) 充分大, 并满足

u0(x) ≥ s0
l1 , v0(x) ≥ s0

l2 , w0(x) ≥ s0
l3 . (4.11)

那么根据 (4.3)–(4.11) 式, 由 (4.2) 式定义的 (u, v, w) 是问题 (1.1) 的弱下解. 由于 s(t) 在有
限时刻无界, 因此 (u, v, w) 在有限时刻爆破. 由比较原理知, (u, v, w) ≤ (u, v, w) ; 这意味着
(u, v, w) 在有限时刻爆破.
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(2) 若m ≤ p1r1 或 n ≤ p2r2 或 h ≤ p3r3 , 那么存在正常数 l1, l2, l3, 使得 (4.9) 式仍然成
立, 因此可以用类似的方法证明结果, 在这儿省略掉.

(3) 下面考虑m > p1r1, n > p2r2, h > p3r3,

(r1q1)(r2q2)(r3q3) = (m− r1p1)(n− r2p2)(h− r3p3).

显然, 存在正常数 l1, l2, l3 使得

r1q1l2 = (m− r1p1)l1, r2q2l3 = (n− r2p2)l2, r3q3l1 = (h− r3p3)l3. (4.12)

不失一般性, 假设 0 ∈ Ω, 并设 BR(0) ⊂ Ω 是一个半径为 R 的开球.
记 λBR

> 0 与 φR(r) 是下列问题的第一特征值和相应的特征函数

−φ′′(r)− N − 1
r

φ′(r) = λφ(r), r ∈ (0, R); φ′(0) = 0, φ(R) = 0. (4.13)

在 BR 中, 将 φR(r) 正则化成 φR(r) > 0, 且 φR(0) = max
BR

φR(r) = 1 . 根据特征值及特征函

数的性质 (设 τ = r/R) 可知

λBR
= R−2λB1 , φR(r) = φ1(r/R) = φ1(τ),

这里 λB1 与 φ1(τ) 是单位球 B1(0) 内的第一特征值问题的特征值和相应的标准特征函数,且

max
B1

φ1 = φ1(0) = φR(0) = max
BR

φR = 1.

现在定义 u(x, t), v(x, t), w(x, t) 如下:

u(x, t) = sl1(t)φR

1
m (|x|), v(x, t) = sl2(t)φR

1
n (|x|), w(x, t) = sl3(t)φR

1
h (|x|), (4.14)

其中 s(t) 如式 (4.3) 的定义, k, s0 > 0, θ > 1 待定. 那么, 类似于 (4.5)–(4.7) 式的计算可得

ut −∆um − a ‖up1vq1‖r1
α ≤ l1s

l1−1φR

1
m (s′(t)− ac1 − λBR

l1
sml1−l1+1), (4.15)

vt −∆vn + b ‖vp2wq2‖r2
β ≤ l2s

l2−1φR

1
n (s′(t)− bc2 − λBR

l2
snl2−l2+1), (4.16)

wt −∆wh − c ‖wp3uq3‖r3
γ ≤ l3s

l3−1φR

1
h (s′(t)− cc3 − λBR

l3
shl3−l3+1), (4.17)

其中

c1 =
∥∥∥φR

p1
m +

q1
n

∥∥∥
r1

α
= (

∫

BR

φR
α(

p1
m +

q1
n )(|x|)dx)

r1
α

= R
Nr1

α

∫

B1

φ1
α(

p1
m +

q1
n ) |y|)dy)

r1
α ≤ K1R

Nr1
α ,

c2 =
∥∥∥φR

p2
n +

q2
h

∥∥∥
r2

β
≤ K2R

Nr2
β ,

c3 =
∥∥∥φR

p3
h +

q3
m

∥∥∥
r3

γ
≤ K3R

Nr3
γ , (4.18)
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这里 K1,K2,K3 是与 R 无关的常数. 由于 λBR
= R−2λB1 , 可以假设球 BR 的半径 R 充分

大, 并使得
λBR

< min{ac1, bc2, cc3}, (4.19)

因此

σ1 ≡ ac1 − λBR

l1
> 0, σ2 ≡ bc2

l2
− λBR

> 0, σ3 ≡ cc3

l3
− λBR

> 0. (4.20)

记

θ1 = ml1 − l1 + 1, θ2 = nl2 − l2 + 1, θ3 = hl3 − l3 + 1.

根据 m,n, h > 1 得 θ1, θ2, θ3 > 1. 因为 u0, v0, w0 在 Ω 内是正的连续函数, 所以可以选取充
分小的 s0 > 0, 在球 BR(0) 内满足

u0 ≥ s0
l1φR

1
m , v0 ≥ s0

l2φR

1
n , w0 ≥ s0

l3φR

1
h . (4.21)

最后, 选择 θ, k 使得

1 < θ < min{θ1, θ2, θ3}, 0 < k < min{σ1s0
θ1−θ, σ2s0

θ2−θ, σ3s0
θ3−θ}. (4.22)

从而根据 (4.3) 式, 得到

s(t) ≥ s(0) = s0 > max{( k

σ1

)1/(θ1−θ), (
k

σ2

)1/(θ2−θ), (
k

σ3

)1/(θ3−θ)}. (4.23)

即

ksθ(t) ≤ σ1s
θ1(t), ksθ(t) ≤ σ2s

θ2(t), ksθ(t) ≤ σ3s
θ3(t). (4.24)

根据 (4.15)–(4.24) 式知, 由 (4.14) 式定义的 (u, v, w) 是问题 (1.1) 在 BR(0) 内正的弱下解,
它在有限时刻爆破. 从而 (u, v, w) 在充分大的 Ω 上爆破. 定理 2 证毕.
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BLOW-UP PROPERTIES FOR A REACTION-DIFFUSION

SYSTEM WITH NONLINEAR NORM-TYPE SOURCES

ZHONG Guang-sheng1,2, TIAN Li-xin2

(1.School of Science, Nantong University, Nantong 226007, China)
(2.Nonlinear Scientific Research Center, Faculty of Science, Jiangsu University,

Zhenjiang 212013, China)

Abstract: In this paper, we study the blow-up problems for a class of reaction-diffusion

system with nonlinear norm-type sources: ut = ∆um + a ‖up1vq1‖r1
α , vt = ∆vn + b ‖vp2wq2‖r2

β ,

wt = ∆wh + c ‖wp3uq3‖r3
γ subject to homogeneous Dirichlet conditions. By using upper-lower

solution method and constructing auxiliary functions’techniques, we obtain the criteria for global

existence or finite time blow-up, which extend some results of the current research to more complex

situations.
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