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摘要: 本文研究了模糊拓扑生成序空间与其诱导的 I-fuzzy 拓扑生成序空间之间的关系. 利用

三种 Lowen 映射内在关联的方法, 引入了三种 I-fuzzy 拓扑生成序空间, 建立了诱导的 I-fuzzy 拓扑

生成序空间理论. 获得了诱导的 I-fuzzy 拓扑与诱导的 I-fuzzy 拓扑生成序之间的从属关系.
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1 引言与预备知识

一般共生拓扑结构的概念首先是由 Császár 在他的专著 [1] 中提出的. 它综合了拓扑空
间、一致结构和临近空间, 在拓扑学研究中占有重要地位. Katsaras 在文 [2] 中把它推广到了
模糊空间中, 并做了大量重要的工作 [2−5].
格模糊拓扑空间以及光滑拓扑空间中的诱导理论都有相应的讨论 [6,9−10]. 本文研究模糊

拓扑生成序与其诱导的 I-fuzzy 拓扑生成序的关系. 文中首先通过三种 Lowen 映射得到三种
拓扑生成序. 其次, 给出弱诱导共生拓扑序空间和满层共生序空间的概念, 并建立诱导共生拓
扑序空间的基本理论. 最后, 文中讨论诱导 I-fuzzy 拓扑与诱导的 I-fuzzy 拓扑生成序的从属
关系.
称 X 上的二元映射 τ : X ×X → I 为一个 fuzzy 拓扑生成序, 若 τ 满足以下条件:
(FTO 1) τ(∅, ∅) = τ(X, X) = 1.
(FTO 2) 若 τ(U, V ) > 0, 则 U ⊂ V .
(FTO 3) 若 U ⊂ U1, V1 ⊂ V , 则 τ(U1, V1) ≤ τ(U, V ).
(FTO 4) τ(U ∪ U1, V ) ≥ τ(U, V ) ∧ τ(U1, V ).
(FTO 5) τ(U, V ∩ V1) ≥ τ(U, V ) ∧ τ(U, V1).

称 Fuzzy 拓扑生成序 τ 为双完全的, 若 τ 还满足:
(FTO 6) τ(∪j∈JUj , V ) ≥ ∧j∈Jτ(Uj , V ), ∀{Uj , V ⊂ X : j ∈ J}.
(FTO 7) τ(U,∩j∈JVj) ≥ ∧j∈Jτ(U, Vj), ∀{U, Vj ⊂ X : j ∈ J}.
若 τ 是 fuzzy(双完全) 拓扑生成序, 那么称 (X, τ) 为 fuzzy(双完全) 拓扑生成序空间. 若

τ1, τ2 都是 fuzzy(双完全) 拓扑生成序, 那么 τ1 ∨ τ2 和 τ1 ∧ τ2 也是.
∗收稿日期: 2012-11-01 接收日期: 2013-09-03

基金项目：国家自科基金 (10971125); 广东省自科基金 (01000004); 湖南科技学院重点学科建设项目.

作者简介: 吴修云 (1982–), 男, 安徽六安, 博士, 讲师, 主要研究方向: 格上拓扑学.



452 数 学 杂 志 Vol. 35

设 (X, τ1), (Y, τ2) 是 fuzzy 拓扑生成序空间, U, V ⊂ Y . 称 f : (X, τ1) → (Y, τ2) 为
(1) 连续, 若 τ1(f−1(U), f−1(V )) ≥ τ2(U, V ).
(2) 弱连续, 若 τ2(U, V ) > 0, 则 τ1(f−1(U), f−1(V )) > 0.

称 IX 上的二元映射 η : IX × IX → I 为 I-fuzzy 拓扑生成序, 若 η 满足:
(I-FTO 1) η(0X , 0X) = η(1X , 1X) = 1.
(I-FTO 2) η(A,B) > 0, 则 A ≤ B.
(I-FTO 3) 若 A ≤ A1, B1 ≤ B, 则 η(A1, B1) ≤ η(A,B).
(I-FTO 4) η(A ∨A1, B) ≥ η(A,B) ∧ η(A1, B).
(I-FTO 5) η(A,B ∧B1) ≥ η(A,B1) ∧ η(A,B1).

称 I-fuzzy 拓扑生成序 η 是双完全的, 若 η 还满足:
(I-FTO 6) η(∨j∈JAj , B) ≥ ∧j∈Jη(Aj , B), ∀{Aj , B ∈ IX : j ∈ J}.
(I-FTO 7) η(A,∧j∈JBj) ≥ ∧j∈Jη(A,Bj), ∀{A,Bj ∈ IX : j ∈ J}.
若 η 是 fuzzy(双完全) 拓扑生成序, 那么称 (IX , η) 为 I-fuzzy(双完全) 拓扑生成序空间.

若 η1, η2 都是 fuzzy(双完全) 拓扑生成序, 那么 η1 ∨ η2 和 η1 ∧ η2 也是
[4].

称映射 f→ : IX → Y 为模糊映射, 若存在 f : X → Y , 使 ∀A ∈ IX , y ∈ Y ,

f→(A)(y) = ∨{A(x) : x ∈ X, f(x) = y}.

若 f→ 是双射. 记其逆映射 f← : IY → IX 为: ∀B ∈ IY , x ∈ X, f←(B)(x) = B(f(x)). 若
A ∈ IX , 记 σr(A) = {x : A(x) ≥ r}, 则以下结论显然成立:

(1) U ⊂ X, V ⊂ Y , f→(1U ) = 1f(U), f←(1V ) = 1f−1(V ).
(2) σr(f→(A)) = f(σr(A)), σr(f←(B)) = f−1(σr(B)).
(3) σr(∨j∈JAj) = ∪j∈Jσr(Aj), σr(∧j∈JAj) = ∩j∈Jσr(Aj).
(4) 若 λ ∈ IX , µ ∈ IY 是常值模糊集, 则 f→(λ) ∈ IY 和 f←(µ) ∈ IX 都是常值的.
若 (IX , η1), (IY , η2) 是 I-fuzzy 拓扑生成序空间, A,B ∈ IY . 称模糊映射 f→ : IX → IY

为

(1) 连续, 若 η1(f←(A), f←(B)) ≥ η2(A,B).
(2) 弱连续, 若 η2(A,B) > 0, 则 η1(f←(A), f←(B)) > 0.

2 Lowen 映射以及它们的性质

定理 2.1 设 τ 是 X 上的 fuzzy 拓扑生成序, A,B ∈ IX . 令

ω(τ)(A,B) = ∧r∈Iτ(σr(A), σr(B)).

则 ω(τ) 是 IX 上的 I-fuzzy 拓扑成序. 称 ω(τ) 是由 τ 生成的 I-fuzzy 拓扑生成序.
证 (I-FTO 1) ω(τ)(0X , 0X) = ∧r∈Iτ(σr(0X), σr(0X)) = ∧r∈Iτ(∅, ∅) = 1,

ω(τ)(1X , 1X) = ∧r∈Iτ(σr(1X), σr(1X)) = ∧r∈Iτ(X, X) = 1.

(I-FTO 2) 若 ω(τ)(A,B) > 0, 则 ∀r ∈ I, τ(σr(A), σr(B)) > 0, 进而 σr(A) ⊂ σr(B). 因
此

A = ∨r∈I(r ∧ 1σr(A)) ≤ ∨r∈I(r ∧ 1σr(B)) = B.
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(I-FTO 3) 若 A ≤ A1, B1 ≤ B. 则 ∀r ∈ I, τ(σr(A1), σr(B1)) ≤ τ(σr(A), σr(B)). 从而

∧r∈Iτ(σr(A1), σr(B1)) ≤ ∧r∈Iτ(σr(A), σr(B)) = ω(A,B).

(I-FTO 4)

ω(A ∨A1, B) = ∧r∈Iτ(σr(A ∨A1), σr(B))

= ∧r∈Iτ(σr(A) ∪ σr(A1), σr(B)) ≥ ∧r∈Iτ(σr(A), σr(B)) ∧ ∧r∈Iτ(σr(A1), σr(B))

= ω(τ)(A,B) ∧ ω(τ)(A1, B).

(I-FTO 5) 类似 (I-FTO 4) 可证. 因此 ω(τ) 是 I-fuzzy 拓扑生成序. 若 τ 是双完全的,
则

(I-FTO 6) 若 {Uj ⊂ X : j ∈ J}, 有

ω(τ)(∨j∈JAj , B) = ∧r∈Iτ(σr(∨j∈JAj), σr(B))

≥ ∧r∈I ∧j∈J τ(∪j∈Jσr(Aj), σr(B))

= ∧j∈J ∧r∈I τ(σr(Aj), σr(B)) = ∧j∈Jω(τ)(Aj , B).

(I-FTO 7) 类似 (I-FTO 6) 可证.
说明 1 称 I-fuzzy 拓扑生成序 η 是可生成的, 若存在 X 上的 fuzzy 拓扑生成序 τ 使

η = ω(τ).
定理 2.2 (1) 若 τ1 ≤ τ2, 则 ω(τ1) ≤ ω(τ2).
(2) ∀ U, V ⊂ X, ω(τ)(1U , 1V ) = τ(U, V ).
(3) 任意 λ

¯
∈ IX , 有 ω(τ)(λ

¯
,λ
¯
) = 1.

定理 2.3 f→ : (IX , ω(τ1)) → (IY , ω(τ2)) (弱) 连续当且仅当 f : (X, τ1) → (Y, τ2)(弱) 连
续.
定理 2.4 设 (IX , η) 是 I-fuzzy(双完全) 拓扑生成序, ∀ U, V ⊂ X, 记 [η](U, V ) =

η(1U , 1V ), 则 [η] 是 X 上的 fuzzy(双完全) 拓扑生成序.
证 (FTO 1) [η](∅, ∅) = η(0X , 0X) = 1. [η](X, X) = η(1X , 1X) = 1.
(FTO 2) ∀ U, V ⊂ X, 若 [η](U, V ) > 0, 则 η(1U , 1V ) > 0. 则 1U ≤ 1V . 于是 U ⊂ V .
(FTO 3) 若 U ⊂ U1, V1 ⊂ V , 有 [η](U1, V1) = η(1U1 , 1V1) ≤ η(1U , 1V ) = [η](U, V ).
(FTO 4) [η](U∪U1, V ) = η(1U∨1U1 , 1V ) ≥ η(1U , 1V )∧η(1U1 , 1V ) = [η](U, V )∧[η](U1, V ).
(FTO 5) [η](U, V ∩V1) = η(1U , 1V ∧1V1) ≥ η(1U , 1V )∧η(1U , 1V1) = [η](U, V )∧[η](U, V1).
(FTO 6) [η](∪j∈JUj , V ) = η(1∪j∈JUj

, 1V ) = η(∨j∈J1Uj
, 1V ) ≥ ∧j∈J [η](Uj , V ).

(FTO 7) [η](U,∩j∈JVj) = η(1U , 1∩j∈JVj
) = η(1U ,∧j∈J1Vj

) ≥ ∧j∈J [η](U, Vj).
定理 2.5 若 f→ : (IX , η1) → (IY , η2)(弱) 连续, 则 f : (X, [η1]) → (Y, [η2]) 也 (弱) 连续.
定理 2.6 设 (IX , η) 是 I-fuzzy(双完全) 拓扑生成序, ∀ U, V ⊂ X, r ∈ I, 记

ιr(η)(U, V ) = ∨{η(A,B) : σr(A,B) = (U, V )},

则 ιr(η) 是 fuzzy(双完全) 拓扑生成序.
证 (FTO 1) ιr(η)(∅, ∅) ≥ η(0X , 0X) = 1, ιr(η)(X, X) ≥ η(1X , 1X) = 1.
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(FTO 2) 若 0 < ιr(η)(U, V ) = ∨{η(A,B) : σr(A,B) = (U, V )}. 存在 A,B ∈ IX , 使
σr(A,B) = (U, V ), 并且 η(A,B) > 0. 于是 A ≤ B. 从而 U = σr(A) ⊂ σr(B) = V .

(FTO 3) 若 U ⊂ U1, V1 ⊂ V , 有

ιr(η)(U1, V1) = ∨{η(A1, B1) : σr(A1, B1) = (U1, V1)}
≤ ∨{η(A,B) : σr(A,B) = (U, V )} = ιr(η)(U, V ).

(FTO 4) ∀ U,U1, V ⊂ X, ε > 0, 存在 A,A1, B, D ∈ IX , 使

σr(A,A1) = (U,U1), σ(B,D) = (V, V ),

且 ιr(η)(U, V )− ε < η(A,B), ιr(η)(U1, V )− ε < η(A1, D). 因

σr(A ∨A1) = U ∪ U1, σr(B ∨D) = V,

则

η(A ∨A1, B ∨D) ≥ η(A,B) ∧ η(A1, D) > (ιr(η)(U, V )− ε) ∧ (ιr(η)(U1, V )− ε)

= ιr(η)(U, V ) ∧ ιr(η)(U1, V )− ε.

由 ε 的任意性, 得

η(A ∨A1, B) ≥ η(A,B) ∧ η(A1, B) > ιr(η)(U, V ) ∧ ιr(η)(U1, V ).

从而

ιr(η)(U ∨ U1, V ) ≥ η(A ∨A1, B) ≥ ιr(η)(U, V ) ∧ ιr(η)(U1, V ).

(FTO 5) 类似 (FTO 4) 可证. 另外, 若 η 双完全, ∀Uj ⊂ X, j ∈ J , 有
(FTO 6) Uj , V ⊂ X, j ∈ J, ε > 0, 存在 Aj , B ∈ IX , 使 ιr(η)(Uj , V ) − ε ≤ η(Aj , B). 于

是

ιr(η)(∪j∈JUj , V ) ≥ ∧j∈Jη(Aj , B) ≥ ∧j∈J(ιr(η)(Uj , V )− ε) = ∧j∈J ιr(η)(Uj , V )− ε.

由 ε 的任意性可知 ιr(η)(∪j∈JUj , V ) ≥ ∧j∈J ιr(η)(Uj , V ). 类似可证 (FTO 7).
定理 2.7 设 (IX , η) 是 I-fuzzy(双完全) 生成序空间. 则 ι(η) = ∨r∈Iιr(η) 是 fuzzy(双完

全) 生成序.
定理 2.8 设 f→ : (IX , η1) → (IY , η2) (弱) 连续, 则 f : (X, ι(η1)) → (Y, ι(η2)) 也 (弱) 连

续.
定理 2.9 设 τ 是 X 上的 fuzzy 拓扑生成序, η 是 IX 上的 I-fuzzy 扑生成序. 则以下结

论成立:
(1) [ω(τ)] = τ , [η] ≤ ι(η).
(2) ω([η])(1U , 1V ) = η(1U , 1V ).
(3) ∧r∈Iη(1σr(A), 1σr(B)) = ω([η])(A,B).
(4) ω(ι(η)) ≥ η, ι(ω(τ)) = τ .
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(5) ω([η1 ∧ η2]) = ω([η1]) ∧ ω([η2]), ω([η1 ∨ η2]) = ω([η1]) ∨ ω([η2]).
(6) ω(ι(η1 ∧ η2)) = ω(ι(η1)) ∧ ω(ι(η2)), ω(ι(η1 ∨ η2)) = ω(ι(η1)) ∨ ω(ι(η2)).
(7) ω([ω([η])]) = ω([η]), ω(ι(ω(ι(η)))) = ω(ι(η)).
(8) ω([ω(ι(η))]) = ω(ι(η)), ω(ι(ω([η]))) = ω([η]).
说明 2 由定理 2.9(7) 和 (8) 知, 对给定的 η 实施 ω, ι 和 [ ] 运算, 至多可得四个拓扑生成

序, 分别是 [η], ι(η), ω([η]) 和 ω(ι(η)).
定理 2.10 设 f : X → Y 为满射, (X, τ) 是 fuzzy (双完全) 拓扑生成序空间, 则 τ/f =

τ ◦ f−1 是 Y 上的 fuzzy(双完全) 拓扑生成序, 并且 ω(τ/f) = ω(τ)/f→, 这里 ω(τ)/f→ =
ω(τ) ◦ f←.
证 由定义易证 τ/f = τ ◦ f−1 是 Y 上的 fuzzy(双完全) 拓扑生成序. 另外, ∀A ∈ IY , 有

ω(τ/f)(A) = ∧r∈Iτ/f(σr(A)) = ∧r∈Iτ(σr(f←(A))) = ω(τ)(f←(A)) = ω(τ)/f→(A).

定理 2.11 设 f : X → Y 是双射, (Y, τ) fuzzy(双完全)拓扑生成序空间,则 f−1(τ) = τ ◦f
是X 上的 fuzzy(双完全)拓扑生成序,且 f←(ω(τ)) = ω(f−1(τ)),这里 f←(ω(τ)) = ω(τ)◦f→.
证 ∀A,B ∈ IX ,

f←(ω(τ))(A,B) = ω(τ)(f→(A), f→(B)) = ∧r∈Iτ(σr(f→(A)), σr(f→(B)))

= ∧r∈Iτ(f(σr(A)), f(σr(B)))

= ∧r∈If
−1(τ)(σr(A), σr(B)) = ω(f−1(τ))(A,B).

定理 2.12 设 f→ : IX → IY 满射, (IX , η) 是 I-fuzzy(双完全) 拓扑生成序空间. 则
η/f→ = η ◦ f← 是 IY 上 I-fuzzy(双完全) 拓扑生成序空间.
推论 2.1 设 f→ : IX → IY 为满射, (IX , η) 是 I-fuzzy 拓扑生成序. 则
(1) [η/f→] = [η]/f .
(2) ι(η/f→) = ι(η)/f .
(3) ω([η/f→]) = ω([η])/f→.
(4) ω(ι(η/f)) = ω(ι(η))/f→.
定理 2.13 设 f→ : IX → IY 为双射, (IY , η) 为 I-fuzzy(双完全) 拓扑生成序空间. 则

f←(η) = η ◦ f→ 是 IX 上的 I-fuzzy(双完全) 拓扑生成序.
推论 2.2 设 f→ : IX → IY 为双射, (IY , η) 为 I-fuzzy 拓扑生成序空间. 则
(1) f−1([η]) = [f←(η)].
(2) f−1(ι(η)) = ι(f←(η)).
(3) ω([f←(η)]) = f←(ω([η])).
(4) ω(ι(f←(η))) = f←(ω(ι(η))).

3 诱导的 I-fuzzy 拓扑生成序空间

定义 3.1 称 I-fuzzy 拓扑生成序空间 (IX , η) 是诱导的, 若 A,B ∈ IX ,

∧r∈Iη(1σr(A), 1σr(B)) = η(A,B).

称 (IX , η) 为弱诱导的, 若 ∧r∈Iη(1σr(A), 1σr(B)) ≥ η(A,B).
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定理 3.1 I-fuzzy 拓扑生成序空间 (IX , η) 是诱导的当且仅当它是可生成的.
证必要性 设 τ = [η]. 对于任意 A,B ∈ IX ,

η(A,B) = ∧r∈Iη(1σr(A), 1σr(B)) = ∧r∈I [η](σr(A), σr(B))

= ∧r∈Iτ(σr(A), σr(B)) = ω(τ)(A,B).

充分性 设 η = ω(τ). ∀A,B ∈ IX , 则

η(A,B) = ω(τ)(A,B) = ∧r∈Iτ(σr(A), σr(B))

= ∧r∈Iω(τ)(1σr(A), 1σr(B)) = ∧r∈Iη(1σr(A), 1σr(B)).

故 η 是诱导的.
定理 3.2 I-fuzzy 拓扑生成序空间 (IX , η) 是弱诱导的当且仅当 ω([η]) ≥ η.
定理 3.3 I-fuzzy 拓扑生成序 (IX , η) 是弱诱导的当且仅当 [η] = ι(η).
证必要性 只要证 [η] ≥ ι(η). 事实上, ∀ U, V ⊂ X, 有

ι(η)(U, V ) = ∨r∈Iιr(η)(U, V ) = ∨r∈I ∨ {η(A,B) : σr(A,B) = (U, V )}
≤ ∨r∈I ∨ {∧r∈Iη(1σr(A), 1σr(B)) : σr(A,B) = (U, V )}
= ∨r∈I ∨ {η(1U , 1V ) : σr(A,B) = (U, V )}
= η(1U , 1V ) = [η](U, V ).

充分性 ∀A,B ∈ IX ,

∧r∈Iη(1σr(A), 1σr(B)) = ∧r∈I [η](σr(A), σr(B)) = ∧r∈Iι(η)(σr(A), σr(B))

= ∧r∈I ∨s∈I ιs(η)(σr(A), σr(B))

≥ ∧r∈Iιr(η)(σr(A), σr(B)) ≥ η(A,B).

定理 3.4 设 f→ : IX → IY 是满射, (IX , η) 为 (弱) 诱导的, 则 η/f→ 是 (弱) 诱导的.
定理 3.5 设 f→ : IX → IY 是双射, (IY , η) 为 (弱) 诱导的, 则 f←(η) 也是 (弱) 诱导的.
定理 3.6 设 (IX , η) 为 I-fuzzy 拓扑生成序空间. 记 η∗ = η ∧ ω([η]), 则 η∗ 是满足 η∗ ≤ η

最大的弱诱导的 I-fuzzy 拓扑生成序.
推论 3.1 设 (IX , η) 是弱诱导的 I-fuzzy 空间. 则 η∗ = η.
定理 3.7 设 (IX , η) 为 I-fuzzy 拓扑生成序空间. 则 η∗ = ω(ι(η)) 是满足 η∗ ≥ η 最小的

诱导的 I-fuzzy 拓扑生成序.
证 由定理 2.9 知, η∗ 是诱导的, 且 η ≤ η∗. 若 δ 是诱导的 I-fuzzy 拓扑生成序, 且 η ≤ δ.

则

η∗(A,B) = ω(ι(η))(A,B) = ∧r∈Iι(η)(σr(A), σr(B))

= ∧r∈I ∨s∈I ιs(η)(σr(A), σr(B))

= ∧r∈I ∨s∈I ∨{η(G,H) : σs(G,H) = σr(A,B)}
≤ ∧r∈I ∨s∈I ∨{δ(G,H) : σs(G,H) = σr(A,B)}
= ∧r∈I ∨s∈I ∨{∧t∈Iδ(1σt(G), 1σt(H)) : σs(G,H) = σr(A,B)}
≤ ∧r∈I ∨s∈I ∨{δ(1σr(G), 1σr(H)) : σs(G,H) = σr(A,B)}
= ∧r∈Iδ(1σr(A), 1σr(B)) = ω([δ])(σr(A), σr(B)) = δ(A,B).
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推论 3.2 I-fuzzy 拓扑生成序空间 (IX , η) 是诱导的当且仅当 η∗ = η.

定理 3.8 设 η1, η2 和 η 都是 IX 上的 I-fuzzy 拓扑生成序空间. 则

(1) (η1 ∧ η2)∗ = η1∗ ∧ η2∗, (η1 ∨ η2)∗ ≥ η1∗ ∨ η2∗.

(2) (η1 ∧ η2)∗ = η∗1 ∧ η∗2 , (η1 ∨ η2)∗ = η∗1 ∨ η∗2 .

(3) ω([η])∗ = ω([η∗]) = ω([η])∗ = ω(ι(η∗)) = ω([η]).

(4) ω(ι(η))∗ = ω(ι(η))∗ = ω(ι(η∗)) = ω([η∗]) = ω(ι(η)).

(5) η∗∗ = η∗, η∗∗ = η∗.

(6) (η∗)∗ = ((η∗)∗)∗ = (((η∗)∗)∗)∗ = · · · = ω(ι(η)),

(η∗)∗ = ((η∗)∗)∗ = (((η∗)∗)∗)∗ = · · · = ω([η]).

说明 2 由定理 3.8 (5) 和 (6) 知, 给定 I-fuzzy 拓扑生成序 η. 如果对 η 实施 ∗ 和 ∗ 运算,
则至多可以得到四种不同的 I-fuzzy 拓扑生成序, 它们分别是 η∗, η∗, ω([η]) 和 ω(ι(η)).

定理 3.9 设 f→ : IX → IY 为满射, (IX , η) 是 I-fuzzy 拓扑生成序空间. 则

(1) (η/f→)∗ = η∗/f→.

(2) (η/f→)∗ = η∗/f→.

定理 3.10 设 f→ : IX → IY 为双射, (IY , η) 是 I-fuzzy 拓扑生成序空间. 则

(1) f←(η)∗ = f←(η∗).

(2) f←(η)∗ = f←(η∗).

定理 3.11 设 f→ : (IX , η) → (IY , δ). (IY , δ) 是弱诱导的. 则 f→ : (IX , η) → (IY , δ)(弱)
连续当且仅当 f→ : (IX , η∗) → (IY , δ∗)(弱) 连续.

定理 3.12 若 f→ : (IX , η) → (IY , δ) (弱) 连续, 则 f→ : (IX , η∗) → (IY , δ∗)(弱) 连续.
并且, 若 δ 是弱诱导的, η 是诱导的, 则逆定理也成立.

证 只证连续的情况. ∀A,B ∈ IY , 有

δ∗(A,B) = ω(ι(δ))(A,B)

= ∧r∈Iι(δ)(σr(A).σr(B))

= ∧r∈I ∨s∈I ιs(δ)(σr(A).σr(B))

= ∧r∈I ∨s∈I ∨{δ(G,H) : σs(G,H) = σr(A,B)}
≤ ∧r∈I ∨s∈I ∨{η(f←(G), f←(H)) : σs(G,H) = σr(A,B)}
= ∧r∈I ∨s∈I ∨{η(P, Q) : σs(P, Q) = σr(f←(A), f←(B))}
= ω(ι(η))(f←(A), f←(B))

= η∗(f←(A), f←(B)).

反之, δ(A,B) ≤ ω([δ])(A,B) = ω(ι(δ))(A,B) ≤ ω(ι(η))(f←(A), f←(B)) = η(f←(A), f←(B)).

定义 3.2 称 I-fuzzy 拓扑生成序空间 (IX , η) 是满层的, 若任意 λ ∈ IX , η(λ, λ) = 1.

定理 3.13 I-fuzzy 双完全拓扑生成序空间 (IX , η) 是满层的当且仅当 ω([η]) ≤ η.
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证必要性 ∀A,B ∈ IX ,

η(A,B) = η(∨r∈I(r ∧ 1σr(A)),∧r∈I(r ∨ 1σr(B)))

≥ ∧r∈Iη(r ∧ 1σr(A), r ∨ 1σr(A))

≥ ∧r∈I(η(r, r ∨ 1σr(B)) ∧ η(1σr(A), r ∨ 1σr(B)))

≥ ∧r∈I(η(r, r) ∧ η(1σr(A), 1σr(B)))

≥ ∧r∈Iη(1σr(A), 1σr(B))

= ∧r∈I [η](σr(A), σr(B))

= ω([η])(A,B).

充分性 ∀λ ∈ IX , ω([η])(λ, λ) = ∧r≤λ[η](X, X) ∧ ∧r>λ[η](∅, ∅) = 1. 因此 η(λ, λ) ≥
ω([η])(λ, λ) = 1. 从而 (IX , η) 是满层的.

定理 3.14 I-fuzzy 双完全拓扑生成序空间 (IX , η) 是诱导的当且仅当它满层且是弱诱导
的.

推论 3.3 I-fuzzy 双完全拓扑生成序空间 (IX , η) 是可生成的当且仅当 ω([η]) = η.

问题 如果 η 不是双完全的, 那么定理 3.13 的必要性任然成立吗?

定理 3.15 设 f→ : IX → IY 为双射, (IX , η) 是 I-fuzzy 拓扑生成序空间. 则 (IX , η) 满
层当且仅当 (IY , η/f→) 满层.

定理 3.16 设 f→ : IX → IY 为双射, (IY , η) 是 I-fuzzy 拓扑生成序空间. 则 (IY , η) 满
层当且仅当 (IX , f←(η)) 满层.

4 诱导的 I-Fuzzy 子拓扑生成序空间与 Fuzzifying 拓扑空间的关系

本节中 I-fuzzy 拓扑生成序都为双完全的. 文献 [8–9] 中定义了 fuzzifying 和 I-fuzzy 拓
扑定义如下:

称映射 % : X → I 为 X 上的一个 fuzzifying 拓扑, 若 % 满足

(FT1) %(∅) = %(X) = 1.

(FT2) ∀ U, V ⊂ X, %(U ∪ V ) ≥ %(U) ∧ %(V ).

(FT3) ∀j ∈ J, Uj ⊂ X, %(∧j∈JUj) ≥ ∧j∈J%(Uj).

这时称 (X, %) 一个 fuzzifying 拓扑空间 [8].

称映射 ζ : IX → I 为 IX 上的一个 I-fuzzy 拓扑, 若 ζ 满足

(IFT1) ζ(0) = ζ(1) = 1.

(IFT2) ∀A,B ∈ IX , ζ(A ∨B) ≥ ζ(A) ∧ ζ(B).

(IFT3) ∀Aj ∈ IX , j ∈ J , ζ(∧j∈JAj) ≥ ∧j∈Jζ(Aj).

这时称 (X, ζ) 一个 I-fuzzy 拓扑空间. 有关诱导的 I-fuzzy 拓扑等相关概念参见文献 [9].

定理 4.1 设 τ 是 X 上的 fuzzy 双完全拓扑生成序. 定义 T (τ) : X → I 为: 任意 U ⊂ X,
T (τ)(U) = τ(U,U). 则 T (τ) 为 X 上的 fuzzifying 拓扑. 并且 ω(T (τ)) = T (ω(τ)). 另外, 若
τ1 ≤ τ2 都是 X 上的 fuzzy 双完全拓扑生成序, 则 T (τ1) ≤ T (τ2).

证 (FT1) T (τ)(∅) = τ(∅, ∅) = 1, T (τ)(X) = τ(X, X) = 1.
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(FT2) ∀ U, V ⊂ X,

T (τ)(U ∪ V ) = τ(U ∪ V, U ∪ V ) ≥ τ(U,U ∪ V ) ∧ τ(V, U ∪ V )

≥ τ(U,U) ∧ τ(V, V ) = T (τ)(U) ∧ T (τ)(V ).

(FT3) ∀ Uj ⊂ X, j ∈ J ,

T (τ)(∧j∈JUj) = τ(∧j∈JUj ,∧j∈JUj) ≥ ∧j∈Jτ(∧j∈JUj , Uj)

≥ ∧j∈Jτ(Uj , Uj) = ∧j∈JT (τ)(Uj).

因此 T (τ) 是 fuzzifying 拓扑. 另外, 任意 A ∈ IX , 有

ω(T (τ))(A) = ∧r∈IT (τ)(σr(A)) = ∧r∈Iτ(σr(A), σr(A)) = ω(τ)(A,A) = T (ω(τ))(A).

故 ω(T (τ)) = T (ω(τ)). 其余的证明显然.
定理 4.2 设 η 是 IX 上的 I-fuzzy 双完全拓扑生成序. 定义 T (η) : IX → I 为: 任意

A ⊂ X, T (η)(A) = τ(A,A). 则 T (η) 为 IX 上的 I-fuzzy 拓扑. 并且
(1) T ([η]) = [T (η)].
(2) T (ι(η)) ≥ ι(T (η)).

若 η1 ≤ η2 都是 IX 上的 I-fuzzy 双完全拓扑生成序, 则 T (η1) ≤ T (η2).
证 只证 (1) 和 (2), 其余类似于定理 4.1 可证. 任意 U ⊂ X,
(1) T ([η])(U) = [η](U,U) = η(1U , 1U ) = T (η)(1U ) = [T (η)](U). 故 T ([η]) = [T (η)].
(2)

T (ι(η))(U) = ι(η)(U,U) = ∨r∈Iιr(η)(U,U)

= ∨r∈I ∨ {η(A,B) : σr(A,B) = (U,U)}
≥ ∨r∈I ∨ {η(A,A) : σr(A) = U}
= ∨r∈I ∨ {T (η)(A) : σr(A) = U}
= ι(T (η))(U).

定理 4.3 若 (IX , η) 是弱诱导的, 则 I-fuzzy 拓扑空间 (IX , T (η)) 是弱诱导的.
定理 4.4 若 (IX , η) 满层, 则 I-fuzzy 拓扑空间 (IX , T (η)) 满层.
推论 4.1 若 (IX , η) 是诱导的, 则 I-fuzzy 拓扑空间 (IX , T (η)) 也是诱导的.
定理 4.5 设 f : X → Y 为满射, (X, τ) 双完全, 则 T (τ/f) = T (τ)/f , 且

ω(T (τ/f)) = ω(T (τ))/f→.

证 由定理 2.11 和定理 4.1 知, T (τ/f) 为 Y 上的 fuzzifying 拓扑. 任意 U ⊂ Y ,

T (τ/f)(U) = τ/f(U,U) = τ(f−1(U), f−1(U)) = T (τ)(f−1(U)) = T (τ)/f(U).

从而 T (τ/f) = T (τ)/f .
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最后, 对于任意 A ∈ IY ,

ω(T (τ/f))(A) = ∧r∈IT (τ/f)(σr(A)) = ∧r∈IT (τ)/f(σr(A))

= ∧r∈IT (τ) ◦ f−1(σr(A))

= ∧r∈IT (τ)(σr(f←(A))) = ω(T (τ))/f←(A).

得证.
定理 4.6 设 f : X → Y 为双射, (Y, τ) 双完全, 则 T (f−1(τ)) = f−1(T (τ)), 且

T (f←(ω(τ))) = ω(f−1(T (τ))).
证 由定理 2.12 和定理 4.1 知, T (f−1(τ)) 是X 上的 fuzzifying 拓扑. 另外, 任意 U ⊂ X,

T (f−1(τ))(U) = f−1(τ)(U,U) = τ(f(U), f(U)) = T (τ)(f(U)) = f−1(T (τ))(U).

最后, 对于任意 A ∈ IX ,

T (f←(ω(τ)))(A) = f←(ω(τ))(A,A) = ω(τ)(f→(A), f→(A))

= ∧r∈IT (τ)(σr(f→(A)))

= ∧r∈IT (τ)(f(σr(A)))

= ∧r∈If
−1(T (τ))(σr(A)) = ω(f−1(T (τ)))(A).

定理 4.7 设 f→ : IX → IY 满射, (IX , η) 是 I-fuzzy 双完全拓扑生成序空间. 则
T (η/f→) = T (η)/f→ 是 IY 上 I-fuzzy 拓扑.
定理 4.8 设 f→ : IX → IY 双射, (IY , η) 为 I-fuzzy 双完全拓扑生成序空间. 则

T (f←(η)) = f←(T (η)) 是 IX 上的 I-fuzzy 拓扑.
定理 4.9 若 f→ :(IX , η1) → (IY , η2)(弱) 连续, 则 f→ :(IX , T (η1)) → (IY , T (η2))(弱) 连

续.
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