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摘要: 本文研究了半平面内无穷级 Dirichlet 级数的正规增长性问题. 利用型函数的方法, 获得

了关于无穷 X 级的正规增长性的几个等价定理, 推广了已有的结果.
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1 引言及主要结果

设 Dirichlet 级数

f(s) =
∞∑

n=0

aneλns, (1.1)

其中 {an} 是复数列, s = σ + it (σ, t 是实变量), 满足

0 = λ0 < λ1 < · · · < λn < · · · ↑ +∞, (1.2)

及

lim inf
n→∞

(λn+1 − λn) = h > 0, (1.3)

lim sup
n→∞

log |an|
λn

= 0. (1.4)

根据 (1.3) 式以及文献 [7, 引理 3.1.1] 的推导知

lim sup
n→∞

n

λn

= E < +∞, lim sup
n→∞

log n

λn

= 0. (1.5)

级数 (1.1) 的收敛横坐标及绝对收敛横坐标都是零,那么和函数 f(s) 在左半平面内解析.
记 D 为级数 (1.1) 满足条件 (1.2)–(1.4) 在 Res < 0 内解析的和函数 f(s) 全体.
定义 1.1 若 f(s) ∈ D, 那么 f(s) 的增长级 ρ 定义为 ρ = lim sup

σ→0−

log log M(σ,f)
− log(−σ)

, 其中

M(σ, f) = sup
−∞<t<+∞

|f(σ + it)| 为 f(s) 的最大模.
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当 ρ = 0, 0 < ρ < +∞, ρ = +∞ 时, 级数 (1.1) 分别称为零级, 有限级和无限级 Dirichlet
级数. 关于零级, 有限级, 无限级 Dirichlet 级数已有不少结果 [1−7,10−11]. 为了能更好地比较
两个无限级 Dirichlet 级数的增长性, 作者在文 [8] 中引入 β - 级 (本文记X - 级) 的定义讨论
了半平面内解析的无限级 Dirichlet 级数的增长性, 得到如下结果:
定理 A 若 f(s) ∈ D 并具有 X - 级 ρX , 则

lim sup
n→∞

X(λn)
log λn − log+ log |an|

= ρX = lim sup
σ→0−

X(log M(σ, f))
− log(−σ)

.

半平面内解析的无限级 Dirichlet 级数的 X 级的定义如下:
定义 1.2 若 f(s) ∈ D 以及 X ∈ =, 那么 f(s) 的 X - 级 ρX 定义为

ρX = lim sup
σ→0−

X(log M(σ, f))
− log(−σ)

,

其中M(σ, f) = sup
−∞<t<+∞

|f(σ + it)| 为 f(s) 的最大模. 当 ρX = 0, 0 < ρX < +∞, ρX = +∞
时分别称 f(s) 为零 X 级, 有限 X 级以及无限 X 级 Dirichlet 级数.
注 1.1 = 为所有满足下列条件的函数 X(x) 构成的集合:
(i) X(x) 为定义在 [0,∞) 上, 严格递增, 可微的正函数, 并随着 x →∞ 而趋于∞;
(ii) 当 x →∞ 时, 有 xX ′(x) = o(1).
注 1.2 显然, logp x ∈ =, p ≥ 2, 因此 p 级只是X 级的一种特殊形式. 另外, X 级在某种

意义上比 p 级更宽泛, 更精确. 事实上, 若函数Q(x) 的 p 级为无穷且 p + 1 级为零, 我们能够
找到一函数 X(x) 使得 Q(x) 的 X - 级却为非零有限. 例如, 令 Q(x) = expp+1{(t log x)1/d},
X(x) = (logp x)d, 其中 t > 1, 0 < d < 1. 显然,

lim sup
x→∞

logp log Q(x)
log x

= ∞, lim sup
x→∞

logp+1 log Q(x)
log x

= 0.

然而 lim sup
x→∞

X(log Q(x))
log x

= t.

对于 ρX = ∞ 的 Dirichlet 级数, 如何更精确刻化它们的增长性呢? 针对这问题, 我们将
结合 X 函数与文 [9] 中的型函数共同刻化级数的增长性, 得到如下结果:
定理 1.1 若 f(s) ∈ D 并具有无限 X - 级, 则

lim sup
σ→0−

X(log M(σ, F ))
log U( 1

−σ
)

= T ⇐⇒ lim sup
σ→0−

X(log m(σ, F ))
log U( 1

−σ
)

= T,

其中 0 < T < ∞ 以及 U(x) = xρ(x) 是满足下列条件的函数:
(i) ρ(x) 单调且 lim

x→∞
ρ(x) = ∞;

(ii) 若 x′ = x(1 + 1
log U(x)

) 且 lim
x→∞

log U(x′)
log U(x)

= 1 成立.

关于 Dirichlet 级数的正规增长性, 孙道椿, 高宗升等人进行了一些研究, 得到许多很好
的结果 (见文献 [6, 12–14]). 本文继续研究具有无穷 X - 级的正规增长性, 得到如下结果:
定理 1.2 若 f(s) ∈ D 并具有无限 X - 级, 那么
(i) lim sup

σ→0−

X(log M(σ,F ))

log U( 1
−σ )

= T ⇐⇒ lim sup
n→∞

X(λn)

log U( λn

log+ |an| )
= T ;
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(ii) lim
σ→0−

X(log M(σ,F ))

log U( 1
−σ )

= T ⇐⇒ lim sup
n→∞

X(λn)

log U( λn

log+ |an| )
= T,

并存在 {λn} 的子序列 {λn(p)}, 使

lim
p→∞

X(λn(p))

log U( λn(p)

log+ |an(p)|)
= T, lim

p→∞
X(λn(p))

X(λn(p+1))
= 1.

注 若级数 (1.1) 满足定理 1.2 中的 (ii), 则称 f(s) 为具有正规增长的无限 X 级级数.

2 定理 1.1 与 1.2 的证明

为证明定理 1.1 和定理 1.2, 我们需要以下引理.
引理 2.1 [7] 若级数 (1.1) 满足 (1.3),(1.4) 式, 对于任意 ε ∈ (0, 1), 当 σ < 0 时, 有

m(σ, f) ≤ M(σ, f) ≤ K1(ε)
1
−σ

m((1− ε)σ, f),

其中K1(ε) 是一个与 ε 和 E 有关的正数, 这里 E 如 (1.5) 式所述.
引理 2.2 若 X(x) ∈ =, 正实函数 β(x) 满足

lim sup
x→∞

log β(x)
log x

= % (0 ≤ % < ∞), (2.1)

如果M(x) 满足 lim sup
x→∞

X(log M(x))
log x

= µ(> 0). 那么

lim sup
x→∞

X(β(x) log M(x))
log x

= µ.

证 这里只证当 0 < % < +∞ 时的情形. 当 % = 0 时类似可证得. 由条件 (2.1) 知, 当
x → ∞ 时, β(x) → ∞. 这样, 对充分大的 x, 不妨设 β(x) > 1. 又由于 X(x) ∈ =, 我们
有 lim

x→∞
log M(x) = ∞. 于是, 根据柯西中值定理知, 至少存在一点 ξ 满足 log M(x) < ξ <

β(x) log M(x), 使得

X(β(x) log M(x))−X(log M(x))
log(β(x) log M(x))− log log M(x)

=
X ′(ξ)
(log ξ)′

= ξX ′(ξ),

即

X(β(x) log M(x)) = X(log M(x)) + log β(x)ξX ′(ξ). (2.2)

由于 X(x) 性质, 当 x → +∞ 时 xX ′(x) = o(1), 这样由 (2.1), (2.2) 式, 我们很容易得到引理
2.2 的结论.
定理 1.1 的证明 根据定理 1.1 的条件以及引理 2.1, 2.2, 容易证得定理 1.1.
定理 1.2 的证明 我们首先证明定理 1.2(i) 中 (⇐=).
若

lim sup
n→∞

X(λn)
log U( λn

log+ |an|)
= T, (2.3)
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那么对 ∀τ > 0 以及充分大的 n, 有 λn ≤ W ((T + τ) log U( λn

log+ |an|)), 其中W (x) 与 X(x) 互
为反函数. 令 V (x) 与 U(x) 互为反函数, 由上式可得

V (exp{ 1
T + τ

X(λn)}) ≤ λn

log+ |an|
, log+ |an| ≤ λn(V (exp{ 1

T + τ
X(λn)}))−1.

于是

log+ |an|eλnσ ≤ λn((V (exp{ 1
T + τ

X(λn)}))−1 + σ), (2.4)

那么对于任意充分接近 0− 的 σ, 取

G = W ((T + τ) log U(
1
−σ

+
1

−σ log U( 1
−σ

)
)),

即
1
−σ

+
1

−σ log U( 1
−σ

)
= V (exp{ 1

T + τ
X(G)}). (2.5)

如果 λn ≤ G, 对于充分大的 n, 不妨设 V (exp{ 1
T+τ

X(λn)}) ≥ 1, 由 (2.4), (2.5) 式及
σ < 0, 有

log+ |an|eλnσ ≤ G((V (exp{ 1
T + τ

X(λn)}))−1 + σ)

≤ G = W ((T + τ) log U(
1
−σ

+
1

−σ log U( 1
−σ

)
)),

再根据 U(x) 的性质可得

log+ |an|eλnσ ≤ W ((T + τ) log[(1 + o(1))U(
1
−σ

)]). (2.6)

如果 λn > G, 由 (2.6) 式有 log+ |an|eλnσ ≤ λn((V (exp{ 1
T+τ

X(G)}))−1 + σ), 将 (2.5) 式代入
上式得到

log+ |an|eλnσ ≤ λn((
1
−σ

+
1

−σ log U( 1
−σ

)
)−1 + σ) < 0. (2.7)

这样由 (2.6) 与 (2.7) 式可得

log m(σ, f) ≤ W ((T + τ) log[(1 + o(1))U(
1
−σ

)]),

由于 τ 的任意性, 根据上式并结合定理 1.1, 有

lim sup
σ→0−

X(log M(σ, F ))
log U( 1

−σ
)

≤ T. (2.8)

下面将证明 (2.8) 式中的不等号不成立. 反证, 假设

lim sup
σ→0−

X(log M(σ, F ))
log U( 1

−σ
)

= η < T.
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于是 ∃ε ∈ (0, η
2
), 对于任意的 n 以及任意充分接近 0− 的 σ, 有

log+ |an|eλnσ ≤ log M(σ, f) ≤ W ((η − 2ε) log U(
1
−σ

)). (2.9)

由 (2.3) 式知存在子序列 {λn(p)}, 对上述的 ε 及充分大的 p, 满足

X(λn(p)) > (T − ε) log U(
λn(p)

log+ |an(p)|
). (2.10)

取序列 {σp} 满足

W ((η − 2ε) log U(
1
−σp

)) =
log+ |an(p)|

1 + log U( λn(p)

log+ |an(p)|)
. (2.11)

于是由 (2.9) 及 (2.11) 式可得

log+ |an(p)|+ λn(p)σp ≤ W ((η − 2ε) log U(
1
−σp

)) =
log+ |an(p)|

1 + log U( λn(p)

log+ |an(p)|)
,

即
1
−σp

≤ λn(p)

log+ |an(p)|
(1 +

1

log U( λn(p)

log+ |an(p)|)
).

再根据 U(x) 的性质便得到

U(
1
−σp

) ≤ U(
λn(p)

log+ |an(p)|
(1 +

1

log U( λn(p)

log+ |an(p)|)
)) ≤ U1+o(1)(

λn(p)

log+ |an(p)|
). (2.12)

结合 (2.11) 式可得

λn(p) =
λn(p)

log+ |an(p)|
W ((η − 2ε) log U(

1
−σp

))(1 + log U(
λn(p)

log+ |an(p)|
))

=
λn(p)

log+ |an(p)|
W ((η − 2ε)(1 + o(1)) log U(

λn(p)

log+ |an(p)|
))(1 + log U(

λn(p)

log+ |an(p)|
)).

类似于引理 2.2 的证明, 至少存在一实数 ξ 介于

λn(p)

log+ |an(p)|
(1 + log U(

λn(p)

log+ |an(p)|
)W (η − 2ε)(1 + o(1)) log U(

λn(p)

log+ |an(p)|
)

与W (η − 2ε)(1 + o(1)) log U( λn(p)

log+ |an(p)|) 之间, 使得

X(λn(p))

= X(
λn(p)

log+ |an(p)|
(1 + log U(

λn(p)

log+ |an(p)|
))W ((η − 2ε)(1 + o(1)) log U(

λn(p)

log+ |an(p)|
)))

= X(W ((η − 2ε)(1 + o(1)) log U(
λn(p)

log+ |an(p)|
)))

+ log(
λn(p)

log+ |an(p)|
(1 + log U(

λn(p)

log+ |an(p)|
)))ξX ′(ξ),
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又因为

lim
p→∞

log( λn(p)

log+ |an(p)|(1 + log U( λn(p)

log+ |an(p)|)))

log U( λn(p)

log+ |an(p)|)
= 0,

于是对于充分大的 p, 得到

X(λn(p)) = (η − 2ε)(1 + o(1)) log U(
λn(p)

log+ |an(p)|
) + ξX ′(ξ)o(1) log U(

λn(p)

log+ |an(p)|
). (2.13)

由 η < T 并结合 (2.10), (2.13) 式, 容易得出矛盾. 这样便得到

lim sup
σ→0−

X(log M(σ, f))
log U( 1

−σ
)

= T.

因此, 定理 1.2(i) 的充分性得证.
类似于充分性的讨论可以容易证得其必要性.
接下来证明定理 1.2(ii). 先证充分性: 对于任意的 ε(> 0), 由条件可设存在一子序列

{λn(p)} 满足

λn(p) ≥ W ((T − ε) log U(
λn(p)

log+ |an(p)|
)), lim

p→∞
X(λn(p))

X(λn(p+1))
= 1, (2.14)

即

λn(p)

log+ |an(p)|
≤ V (exp{ 1

T − ε
X(λn(p))}), log+ |an(p)| ≥ λn(p)V (exp{ 1

T − ε
X(λn(p))})−1.

取序列 {σp} 满足

λn(p) = W ((T − ε) log U(
1
−σp

+
1

σp log U( 1
−σp

)
)), (2.15)

1
−σp

+
1

σp log U( 1
−σp

)
= V (exp{ 1

T − ε
X(λn(p))}). (2.16)

对任意充分接近 0− 的 σ, 选取 σp ≤ σ < σp+1, 再根据 (2.14)–(2.16) 式可得

log M(σ, f) ≥ log m(σ, f) ≥ log+ |an(p)|+ λn(p)σp

≥ λn(p)(V (exp{ 1
T − ε

X(λn(p))})−1 + σp)

≥ W ((T − ε) log U(
1
−σp

+
1

σp log U( 1
−σp

)
))

−σp

log U( 1
−σp

)− 1

≥ (1 + o(1))W ((T − ε) log U(
1

−σp+1

+
1

σp+1 log U( 1
−σp+1

)
))

−σp

log U( 1
−σp

)− 1

≥ (1 + o(1))W ((T − ε) log U(
1
−σ

+
1

σ log U( 1
−σ

)
))

−σ

log U( 1
−σ

)− 1
. (2.17)

令
1
−σ

+
1

σ log U( 1
−σ

)
= r, r(1 +

1
log U(r)

) = R, R(1 +
1

log U(R)
) = R′,
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通过简单的计算可得 R′ ≥ 1
−σ

, 由 U(r) 的性质 (ii) 容易得

lim sup
σ→0−

log U(r)
log U( 1

−σ
)

= 1, (2.18)

又因为 lim sup
σ→0−

log −σ

log U( 1
−σ

)−1

log U( 1
−σ )

= 0. 这样由引理 2.2 及 (2.17)–(2.18) 式可得

lim sup
σ→0−

X(log M(σ, f))
log U( 1

−σ
)

= T.

接下来证明定理 1.2(ii) 的必要性. 由定理 1.2(i) 容易得到定理 1.2(ii) 的第一个式子成
立, 下证第二个式子也成立. 取递减的正数列 {εi}(0 < εi < T ), εi → 0(i →∞). 令

Ei = {n :
X(λn)

log U( λn

log+ |an|)
> T − εi}, (2.19)

则由条件知: 对每个 i ∈ N+, Ei 为非空无限集且 Ei+1 ⊂ Ei. 将 Ei 中正整数从小到大记为

{n(p)(i)}∞p=1, 那么 lim sup
ν→+∞

X(λ
n(p+1)(i) )

X(λ
n(p)(i) )

≥ 1.

接下来分两种情况讨论.
情形 1 若对每个 i ∈ N+ 有 lim sup

ν→+∞

X(λ
n(p+1)(i) )

X(λ
n(p)(i) )

= 1, 那么存在 Ni ∈ Ei(i ∈ N+), 当

n(p)(i) ≥ Ni 时, 有
X(λn(p+1)(i))
X(λn(p)(i))

≤ 1 + εi. (2.20)

又因为 Ei+1 ⊂ Ei, 可取 Ni+1 > Ni, Ei 的子集 E′
i = {n ∈ Ei : Ni ≤ n ≤ Ni+1}, 那么

E′
i 中的元素同时满足 (2.19) 和 (2.20) 式. 将 E =

⋃∞
i=1 E′

i 中的元素按递增进行排序, 记为
{nν}, 很容易证得定理 1.2 的结论.

情形 2 若存在 i ∈ N+ 使 lim sup
p→+∞

X(λ
n(p+1)(i) )

X(λ
n(p)(i) )

> 1, 那么存在 {n(p)(i)} 子列 (依然记为

{n(p)(i)}), 使任 p ∈ N+ 和正常数 γ, 有
X(λ

n(p+1)(i) )

X(λ
n(p)(i) )

≥ 1 + γ.

取 {n′(p)}, {n′′(p)} 为两个单调增加的正整数序列

n′(1) = n(1)(i), n′(2) = n(3)(i), · · · , n′(p) = n(2p− 1)(i), · · · ,

n′′(1) = n(2)(i), n′′(2) = n(4)(i), · · · , n′′(p) = n(2p)(i), · · · ,

满足

n′′(p) < n′(p + 1), X(λn′′(p)) > (1 + γ)X(λn′(p)), p = 1, 2, · · · ,

则对于充分大的 p, 当 n′(p) < n < n′′(p), n 6∈ Ei, 那么由 (2.19) 式, 存在一正数 δ > 0, 有

λn ≤ W ((T − δ) log U(
λn

log+ |an|
)),

λn

log+ |an|
≥ V (exp{ 1

T − δ
X(λn)}), (2.21)

那么

log+ |an|eσλn < λn(
1

V (exp{ 1
T−δ

X(λn)}) + σ). (2.22)
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令

G = W ((T − δ) log U(
1
−σ

+
1

−σ log U( 1
−σ

)
)),

即
1
−σ

+
1

−σ log U( 1
−σ

)
= V (exp{ 1

T − δ
X(G)}). (2.23)

若 λn ≥ G, 由 (2.21), (2.22) 式, 可得

log+ |an|eσλn ≤ λn(
1

V (exp{ 1
T−δ

X(λn)}) + σ) < 0. (2.24)

若 λn < G, 由 (2.21),(2.22) 式, 可得

log+ |an|eσλn < G = W ((T − δ) log U(
1
−σ

+
1

−σ log U( 1
−σ

)
)). (2.25)

取序列 {σp} 满足 σp = −V (exp{ 1
T−δ

X(λn′′(p))})−1, 于是由条件知: 存在N2 ∈ N+ 满足

V (exp{ 1
T−δ

X(λn)}) ≥ 1, 当 n ≥ N2 时有

log+ |an|eσpλn < λn(V (exp{ 1
T − δ

X(λn)})−1 + σp).

当 n ≥ n′′(p) 时, λn ≥ λn′′(p), 再由 σν 的取法, 于是

log+ |an|eσpλn < λn(V (exp{ 1
T − δ

X(λn′′(p))})−1 + σp) = 0. (2.26)

对于充分大的 ν, 当 N2 ≤ n ≤ n′(p) 时有 λn′(p) ≥ λn, 且

log+ |an|eσpλn ≤ λn′(p)(V (exp{ 1
T − δ

X(λn)})−1 + σp).

又由于 λn′(p) < W ( 1
1+γ

X(λn′′(p))), σp < 0 以及 σp, N2 的取法, 得到

log+ |an|eσpλn ≤ W (
1

1 + γ
X(λn′′(p))) ≤ W (

T − δ

1 + γ
log U(

1
−σp

)). (2.27)

这样由 (2.23)–(2.26) 式知, 当 n > N2, 有

log+ |an|eσpλn ≤ W ((T − δ) log U(
1
−σ

+
1

−σ log U( 1
−σ

)
)).

根据引理 2.2 得到

lim
σp→0−

X(log m(σp, f))
log U( 1

−σν
)

≤ T − δ < T.

结合定理 1.1 可知上式与定理 1.2 中

lim
σ→0−

X(log M(σ, f))
log U( 1

−σ
)

= T

矛盾. 故定理 1.2 的必要性得证.
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THE REGULAR GROWTH OF DIRICHLET SERIES OF INFINITE
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Abstract: The purpose of this paper is to study the regular growth of Dirichlet series of

infinite order in the half-plane. By using the type function, we obtained some equivalence results

about the regular growth of Dirichlet series with infinite X-order, which extend the known results.
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