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单位球中完备超曲面的一个刚性定理

张士诚

(江苏师范大学数学科学学院, 江苏徐州 221116)

摘要: 本文研究了单位球中的数量曲率满足 r = aH + b 的完备超曲面的问题. 利用极值原理

的方法, 获得了超曲面的一个刚性结果, 推广了这一类具有常中曲率或者常数量曲率超曲面的结果.
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1 引言

关于单位球面 Sn+1(1) 中具有常平均曲率或者常数量曲率超曲面的研究内容非常丰
富. 1969 年 Nomizu-Smyth 证明了球中具有非负紧致子流形是标准球或者是两个球的乘积;
Yano 和 Ishihara [1], Smyth [2] 和 Yau [3] 分别推广了这个结果. 为了更好的研究常数量曲率
超曲面, Cheng-Yau [4] 引入了一个新的自伴随微分算子 ¤. 最近, Liu [5] 与 Li [6] 分别利用自

伴随算子 ¤ 研究了单位球面上的超曲面. 在本文, 我们以 Cheng-Yau 的算子 ¤ 为基础, 改进
了算子 ¤, 研究了单位球面 Sn+1(1) 上的完备超曲面, 得到如下结论：
定理 设M 是单位球面 Sn+1(1) 上 n - 维完备超曲面, 其标准数量曲率 r 与平均曲率

H 满足 r = aH + b, a ≤ 0 且 (n − 1)a2 − 4n + 4nb ≥ 0. 如果第二基本形式模长平方满足
supS < 2

√
n− 1, 那么M 是全脐超曲面.

注 1 定理条件修改了一般研究球面上超曲面具有常数量曲率或者常中曲率这个条件.
注 2 定理中, 若 a = 0, 球面上超曲面则是具有常数量曲率超曲面.

2 准备知识

设M 是单位球 Sn+1(1) 中 n - 维超曲面, 对任意点 x ∈ M , 在单位球 Sn+1(1) 中选取正
交标架场 {e1, e2, · · · , en+1} , 使限制在M 上时, {e1, e2, · · · , en} 是M 切向量场, en+1 是其

法向量. 设 {ω1, ω2, · · · , ωn+1}M 是对偶标架场. 为了方便, 对指标的范围使用下列约定:

1 ≤ A,B, C, · · · ≤ n + 1, 1 ≤ i, j, k, · · · ≤ n.

对于单位球 Sn+1(1) 中的超曲面M , 其结构方程为

dωij =
∑

k

ωik ∧ ωkj − 1
2

∑
k,l

Rijklω
k ∧ ωl,

Rijkl = δikδjl − δilδjk + hikhjl − hilhjk.
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故有

n(n− 1)(r − 1) = n2H2 − S, (2.1)

其中 Rijkl 是M 的黎曼曲率分量, h = hij 为第二基本形式, S =
n∑

i,j=1

(hij)2 为第二基本形式

h 模长平方, H = 1
n

n∑
i=1

hiien+1 为平均曲率.

分别用 hijk 和 hijkl 表示 hij 一阶与二阶协变微分, 得
∑

k

hijkωk = dhij +
∑

k

hikωkj +
∑

k

hkjωki, (2.2)

∑
i

hijklωl = dhijk +
∑
m

hmjkωmi +
∑
m

himkωmj +
∑
m

hijmωmk.

故 Ricci 恒等式为 hijkl − hijlk =
∑
m

hmjRmikl +
∑
m

himRmjkl.

超曲面M 的第二基本形式 hij 的 Laplacian 定义为∆hij =
n∑

k=1

hijkk.

选择局部标架场 {ei} 使得 hij = λiδij , 则

1
2
∆S =

1
2
∆(

∑
i,j

h2
ij) =

∑
i,j,k

h2
ijk +

∑
i,j,k

hijkkhij

=
∑
i,j,k

h2
ijk +

∑
i

λi(nH)ii +
1
2

∑
i,j

(λi − λj)2Rijij . (2.3)

根据文献 [4], 我们修改了 Cheng-Yau 提出的算子 ¤, 并将其作用在M 上的一个 C2 - 函数 f

¤f =
∑
i,j

(nHδij − hij)fij − n− 1
2

a∆f. (2.4)

故在 x 点处, 有

¤(nH) = nH∆(nH)−
∑

i

λi(nH)ii − n− 1
2

a∆(nH)

=
1
2
∆(nH)2 −

∑
i

(nH)2i −
∑

i

λi(nH)ii − 1
2
∆(n(n− 1)r)

=
1
2
∆S − n2|∇H|2 −

∑
i

λi(nH)ii. (2.5)

将 (2.3) 式代入 (2.5) 式得

¤(nH) = |∇h|2 − n2|∇H|2 +
1
2

∑
i,j

(λi − λj)2Rijij . (2.6)

由 Gauss 方程, 有 Rijij = 1 + λiλj , 并将其代入 (2.6) 式得

¤(nH) = |∇h|2 − n2|∇H|2 + nS − n2H2 − S2 + nH
∑

i

λ3
i . (2.7)
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由第二基本形式模长平方的定义, 可以得到 S =
∑
i

λ2
i . 设 µj = H − λj , 我们可以得到

∑
j

µj = 0, |φ|2 =
∑

j

µ2
j = S − nH2, (2.8)

∑
i

λ3
i = nH3 + 3H

∑
i

µ2
i −

∑
i

µ3
i . (2.9)

引理 2.1 [7] 设 µ1, · · · , µn 是满足
∑
i

µi = 0 的实数, 且
∑
i

µ2
i = B (B 为大于零常数), 则

有 |∑
i

µ3
i | ≤ n−2√

n(n−1)
B

3
2 成立, 其中等号成立当且仅当

µ1 = · · · = µn−1 = −
√

1
n(n− 1)

B, µn =

√
n− 1

n
B.

由引理 2.1, 可以得到

nH
∑

i

λ3
i = nH(nH3 + 3H

∑
i

µ2
i −

∑
i

µ3
i )

≥ 3nH2|φ|2 + n2H4 − n|H| n− 2√
n(n− 1)

|φ|3. (2.10)

为了证明定理, 我们还需要下列引理.
引理 2.2 [6]设M 是单位球 Sn+1(1) 上超曲面, r = aH + b, (n− 1)a2− 4n + 4nb ≥ 0. 则

|∇h|2 ≥ n2|∇H|2, (2.11)

其中 n(n− 1)r 是M 的数量曲率, H 是平均曲率.
故由 (2.7), (2.10) 式和引理 2.2, 得

¤(nH) ≥ |φ|2
[
n− |φ|2 − n|H| n− 2√

n(n− 1)
|φ|+ nH2

]
. (2.12)

引理 2.3 [8] 设 M 是截曲率有下界的 n - 维完备黎曼流形, f : M → R 是 M 上有上

界的光滑函数. 则 M 上存在一个点列 {pk}, 使得 lim
k→∞

f(pk) = sup f ; lim
k→∞

|∇f(pk)| = 0;

lim
k→∞

sup(4f(pk)) ≤ 0.

3 定理的证明

下面是一个证明定理的关键引理.
引理 3.1 设M 是单位球 Sn+1(1)上具有有界平均曲率的超曲面. 若 r = aH + b, a ≤ 0,

(n− 1)a2 − 4n + 4nb ≥ 0, 则M 上存在一个点列 {pk}, 使得

lim
k→∞

nH(pk) = n supH; lim
k→∞

|∇nH(pk)| = 0; lim
k→∞

sup(¤(nH)(pk)) ≤ 0.

证 在M 上 p 点, 选择适当的局部正交标架场 {e1, · · · , en}, 使得 hn+1
ij = λn+1

i δij . 故

¤(nH) =
∑

i

(
(nH − λn+1

i )− n− 1
2

a

)
(nH)ii.
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若 H = 0, 引理显然成立. 这里不访假设 H > 0, 由

(λn+1
i )2 ≤ S = n2H2 + n(n− 1)(1− aH − b)

= (nH)2 − (n− 1)a(nH) + n(n− 1)(1− b)

= (nH − 1
2
(n− 1)a)2 − 1

4
(n− 1)((n− 1)a2 + 4nb− 4n) ≤ (nH − 1

2
(n− 1)a)2,

得

|λn+1
i | ≤ |nH − 1

2
(n− 1)a|. (3.1)

故

Rijij = 1 + hn+1
ii hn+1

jj − (hn+1
ij )2 ≥ 1−

(
nH − 1

2
(n− 1)a

)2

. (3.2)

又因为 H 有界, 由 (3.2) 式可知截曲率是有下界的. 应用引理 2.3, 可以得到M 上存在一个

点列 {pk}, 使得

lim
k→∞

nH(pk) = n supH; lim
k→∞

|∇nH(pk)| = 0; lim
k→∞

sup((nH)ii(pk)) ≤ 0. (3.3)

由于 H 有界, 选取满足上式的点列 {pk}, 且有 H(pk) ≥ 0. 又因为 a ≤ 0, 故由 (3.1) 式, 可以
得到

0 ≤ nH(pk)− 1
2
(n− 1)a− |λn+1

i | ≤ nH(pk)− 1
2
(n− 1)a− λn+1

i

≤ nH(pk)− 1
2
(n− 1)a + |λn+1

i | ≤ 2nH(pk)− (n− 1)a. (3.4)

由 (3.4) 式, 可以得到 nH(pk)− 1
2
(n− 1)a− λn+1

i 是非负有界的. 在点 pk 应用 ¤(nH), 取极
限应用方程 (3.3) 和 (3.4), 可以得到

lim
k→∞

sup(¤(nH)(pk)) ≤
∑

i

lim
k→∞

sup[(nH)(pk)− 1
2
(n− 1)a)− λn+1

i ](nH)ii(pk)

≤ 0.

设M 是单位球面 Sn+1(1) 上完备超曲面, 考虑二次型 Q(u, t) = u2 − n−2√
n−1

ut− t2. 由下
面正交变换

ũ =
1√
2n

((1 +
√

n− 1)u + (1−√n− 1)t),

t̃ =
1√
2n

((−1 +
√

n− 1)u + (1 +
√

n− 1)t),

得

Q(u, t) =
n

2
√

n− 1
(ũ2 − t̃2) =

n

2
√

n− 1
(2ũ2 − S).
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在二次型 Q(u, t) 中, 令 t = |φ| 和 u =
√

nH, 并将其代入 (2.12) 式, 得

¤(nH) ≥ |φ|2(n− n

2
√

n− 1
S). (3.5)

根据定理条件 supS < 2
√

n− 1, 由方程 (3.5), 应用引理 3.1, 得

0 ≤ sup |φ|2(n− n

2
√

n− 1
supS) ≤ 0. (3.6)

即 sup |φ|2 = 0, 从而可得 |φ|2 = 0, 故可以得到 S = nH2, 即M 是全脐超曲面.
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RIGIDITY THEOREM FOR COMPLETE HYPERSURFACES IN

UNIT SPHERE

ZHANG Shi-cheng

(School of Mathematical Sciences, Jiangsu Normal University, Xuzhou 221116, China)

Abstract: In this paper, the complete hypersurfaces with scalar curvature r satisfying

r = aH + b is discussed in unit sphere Sn+1(1), the maximum principle can be applied and a

rigidity theorem is obtained for these hypersurfaces. The result is the generalization of several

results for the hypersurface with constant mean curvature or constant scalar curvature.
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