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摘要: 本文研究了在“加权线性损失”下, 威布尔分布族刻度参数经验 Bayes(EB) 检验问题.

利用概率密度函数的递归核估计, 构造了刻度参数的经验 Bayes 检验函数, 并获得了它的收敛速度, 在

适当的条件下, 收敛速度的阶可任意接近 O(n−1), 推广了文献的结果. 最后给出一个有关本文主要结

果的例子.
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1 引言

经验 Bayes(EB) 检验函数问题在文献中已有许多研究, 对于连续型单参数指数族参数的
EB 检验问题, 如 Johns VR[1] , Van Houwelingen[2], Liang[3] 等对其做了不同程度的工作, 魏
莉等 [4] 研究了刻度指数族参数的经验 Bayes 检验的收敛速度, 陈玲等 [5] 研究了连续单参数

指数参数的经验 Bayes 检验的收敛速度, 黄金超等 [6] 在“线性损失”下利用普通核估计研究

了威布尔 (Weibull) 分布族刻度参数的经验 Bayes 检验问题, 在适当的条件下获得的收敛速
度的阶可任意接近 O(n−

1
2 ), 但以上几乎所有研究 EB 检验问题的文献中, 都是利用密度函数

的普通核估计来研究的, 与以上文献主要不同, 本文利用递归核估计构造威布尔 (Weibull) 分
布族刻度参数的经验 Bayes 检验函数, 并在“加权线性损失”下利用密度函数的递归核估计
和 Bayes 检验函数的单调性, 修改 EB 检验函数的构造方法, 在较弱的条件下极大改进了文
献 [6] 的收敛速度阶的结果, 在适当的条件下收敛速度的阶可任意接近 O(n−1), 且证明方法
较简洁.
考虑如下模型见文献 [6]; 设随机变量 X 条件概率密度为

f(x|θ) = (mxm−1/θ) exp(−xm/θ)I(x>0), (1.1)

其中 m 和 θ 分别为形状参数和刻度参数 (m ＞ 0), 且本文假定 m 为已知常数, 样本空间为
χ = {x|x > 0}, 参数空间为 Ω = {θ|θ > 0}.
本文考虑分布族 (1.1) 式中参数 θ 的 EB 检验问题：

H0 : θ ≤ θ0 ←→ H1 : θ > θ0, (1.2)
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其中 θ0 > 0 为已知常数.
对检验函数 (1.2) 式损失函数为下列的 “加权线性损失”

Lj(θ, dj) = (1− j)a((θ − θ0)/θ)I[θ−θ0>0] + ja((θ0 − θ)/θ)I[θ−θ0≤0] (j = 0, 1), (1.3)

其中 a 是正常数, D = {d0, d1} 是行动空间, d0 表示接受H0, d1 表示否定H0, I[A] 表示集合

A 的示性函数, 之所以取“加权线性损失”函数是考虑到它对刻度参数更为合理, 易于构造其
EB 检验函数.
设

δ(x) = P (H0|X = x) (1.4)

为随机化判别函数, 则在先验分布 G(θ) 下 δ(x) 的风险函数为

R(δ,G) =
∫

Ω

∫

χ

[L0(θ, d0)f(x|θ)δ(x) + L1(θ, d1)f(x|θ)(1− δ(x))]dxdG(θ)

=
∫

Ω

∫

χ

[L0(θ, d0)− L1(θ, d1)]f(x|θ)δ(x)dxdG(θ) +
∫

Ω

∫

χ

L1(θ, d1)f(x|θ)dxdG(θ)

= a

∫

χ

α(x)δ(x)dx + CG, (1.5)

此处

CG =
∫

Ω

∫

χ

L1(θ, d1)f(x|θ)dxdG(θ) =
∫

Ω

L1(θ, d1)dG(θ),

α(x) =
∫

Ω

[(θ − θ0)/θ]f(x|θ)dG(θ) =
∫

Ω

[(1− θ0/θ]f(x|θ)dG(θ)

= θ0p
(1)(x) + f(x) = θ0f(x)(θ−1

0 − ϕ(x)), (1.6)

其中

f(x) =
∫

Ω

f(x|θ)dG(θ) =
∫

Ω

θ−1mxm−1 exp(−xm/θ)dG(θ) = u(x)p(x) (1.7)

为 r.v.X 的边缘分布, 而 u(x) = mxm−1, p(x) =
∫
Ω

θ−1 exp(−xm/θ)dG(θ),

ϕ(x) = −p(1)(x)
f(x)

=

∫
Ω

θ−2 exp(−xm/θ)dG(θ)∫
Ω

θ−1 exp(−xm/θ)dG(θ)
= E(θ−1|x), (1.8)

p(1)(x) = −mxm−1

∫

Ω

θ−2 exp(−xm/θ)dG(θ).

由 (1.6) 式和 (1.7) 式 α(x) 的另一表达式

α(x) = θ0f(x)(θ−1
0 − ϕ(x)) = (1− θ0

u(1)(x)
u(2)(x)

)f(x) +
θ0

u(x)
f (1)(x)

= g(x)f(x) +
θ0

u(x)
f (1)(x), (1.9)



No. 4 黄金超等: 威布尔分布族刻度参数的经验 Bayes 检验函数的收敛速度 731

其中 g(x) = 1− θ0
u(1)(x)

u(2)(x)
, u(x) 由 (1.7) 式给出

u(1)(x) = m(m− 1)xm−2, u(2)(x) = m(m− 1)(m− 2)xm−3.

由柯西―施瓦茨 (Cauchy-Schwarz) 不等式和 (1.8) 式可得

ϕ(1)(x)

=
mxm−1[− ∫

Ω
θ−3 exp(−xm

θ
)dG(θ)

∫
Ω

θ−1 exp(−xm

θ
)dG(θ) + (

∫
Ω

θ−2 exp(−xm

θ
)dG(θ))2]

[
∫
Ω

θ−1 exp(−xm

θ
)dG(θ)]2

≤ 0, (1.10)

所以对 0 < x < +∞, ϕ(x) 是单调连续减函数.
本文假设先验 G(θ) 是非退化的且满足

lim
x→+∞

ϕ(x) < θ−1
0 < lim

x→0+
ϕ(x). (1.11)

在假定 (1.11) 式成立下, 故 ϕ(x) 是严格单调降的, 再由 ϕ(x) 的连续性和连续函数的介
值定理可知必存在点 aG ∈ (0,+∞), 使得 ϕ(aG) = θ−1

0 . 又由 (1.9) 式可知

α(x) ≤ 0 ⇐⇒ ϕ(x) ≥ θ−1
0 ⇐⇒ x ≤ aG, α(x) > 0 ⇐⇒ ϕ(x) < θ−1

0 ⇐⇒ x > aG.

因此由 (1.5) 式可知 Bayes 判决函数为

δG(x) =

{
1, α(x) ≤ 0,

0, α(x) > 0
=

{
1, ϕ(x) ≥ θ−1

0 ,

0, ϕ(x) < θ−1
0

=

{
1, x ≤ aG,

0, x > aG,
(1.12)

其 Bayes 风险为

R(G) = inf
δ

R(δ,G) = R(δG, G) = a

∫

χ

α(x)δG(x)dx + CG. (1.13)

在 (1.13) 式中, 当先验分布 G(θ) 已知, 且 δ(x) = δG(x) 是可以达到的, 但此处 G(θ) 未
知, 因而 δG(x) 无使用价值, 于是考虑引入 EB 方法.
本文第二节利用概率密度函数递归核估计和 Bayes 检验函数的单调性, 给出 EB 检验

函数的构造法, 对文献 [6] 中的检验函数做了本质的修改. 第三节在独立同分布条件下, 证明
Bayes 检验函数的收敛速度, 这一收敛速度改进文献 [6] 的结果. 最后给出满足定理条件的先
验分布是存在的.

2 EB 检验函数的构造

设 X1, X2, · · · , Xn 和 X 是独立同分布样本 (iid), 它们具有共同的边缘密度函数如 (1.7)
式所示, 通常称 X1, X2, · · · , Xn 为历史样本, 称 X 为当前样本, 令 f(x) 为 X1 的概率密度函

数,同分布样本 (iid) 作如下假定:
(A) f(x) ∈ Cs,a.
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假定 Cs,a 表示 R1 中一族概率密度函数, 其 s 阶导数存在, 连续且绝对值不超过 α, s > 2
为正整数.
令 Kr(x)(r = 0, 1, 2, · · · , s − 1) 是 Borel 可测的有界函数, 在区间 (0,1) 之外为零, 且满

足下列的条件 (B):

(B1) 1
t!

∫ 1

0
ytKr(y)dy =

{
1, t = r,

0, t 6= r, t = 1, 2, · · · , s− 1.

(B2) Kr(x) 在 R1 上除有限点集 E0 外是可微的, 且

sup
x∈R1−E0

|K ′
r(x)| |≤ C < ∞.

本文假定先验分布 G(θ) 非退化, 且属于下列先验分布类:
(C) Γ(A1, A2) = {G(θ)|A1 < aG < A2, A1, A2 为给定的正常数 },

通常取 A1 为充分小正数, A2 为充分大正数.
记 f (0)(x) = f(x), f (r)(x) 表示 f(x) 的第 r 阶导数, r = 0, 1, · · · , s. 类似文献 [7] 定义密

度函数 f (r)(x) 的递归核估计为

f (r)
n (x) =

1
n

n∑
i=1

1
nh1+r

i

Kr(
Xi − x

hi

), (2.1)

其中为 {hn} 正数递减序列, 且 lim
n→∞

hn = 0 是满足条件 (B) 的核函数, 这种估计具有一种递

归性质, 即

f (r)
n (x) =

n− 1
n

f
(r)
n−1(x) +

1
nh1+r

n

Kr(
Xn − x

hn

).

由上式递推关系可知, 用递归核估计去估计 f (r)(x) 时, 只需通过上式进行递归计算, 即
在样本点増加地情形下，不需要重新计算每一项, 仅计算新的添加项, 而用普通的核估计的话
需要重新计算每一项, 所以可以大大减少计算量. 另外, 递归核估计在不同区间能取不同的适
当窗宽, 从而克服了核估计的过分平滑和过分锐化, 能够较全面地描述密度函数, 因此大大地
提高了估计的效率.
定义 α(x) 的估计量由下式给出

αn(x) = g(x)fn(x) +
θ0

u(x)
f (1)

n (x), (2.2)

由先验假设 (C) 给出的 A1, A2, 结合 (1.12) 式, EB 检验函数定义为

δn(x) =

{
1, x ≤ A1 或 (A1 < x < A2 且 αn(x) ≤ 0),
0, x ≥ A2 或 (A1 < x < A2 且 αn(x) > 0).

(2.3)

EB 检验这样的构造方法最先由文献 [8] 对正指数分布族提出来的.
本文中令 En 表示对 r.v.X1, X2, · · · , Xn 的联合分布求均值, 则的全面 Bayes 风险为

Rn = Rn(δn, G) = a

∫

x

α(x)En[δn(x)]dx + CG. (2.4)



No. 4 黄金超等: 威布尔分布族刻度参数的经验 Bayes 检验函数的收敛速度 733

若 lim
n→∞

Rn = R(G), 则称 {δn(x)} 为 a.o. 的 EB 检验函数, Rn −R(G) = O(n−q), q > 0,

则称 EB 检验函数 {δn(x)} 的收敛速度阶为 O(n−q), 为导出 δn 的收敛速度, 我们给出下述引
理.
令 c, c0, c1, c2, · · · 表示常数, 即使在同一式子中它们也可能不同的数值.
引理 2.1 设 f

(r)
n (x) 由 (2.1) 式定义, s ≥ 3 的正整数, 其中 X1, X2, · · · , Xn 为独立同分

布 (iid) 样本序列, 若条件 (A) 和 (B) 成立且 f
(r)
n (x) 连续, hn ↓ 0 当取 hn = n−

1
2(s−1) 时, 对

0 < λ ≤ 1, 则有

En|f (r)
n (x)− f (r)(x)|2λ ≤ cn−

λ(s−r−1.5)
s−1 , r = 0, 1.

证 由 Cr 不等式可知, 对 r = 0, 1 有

En|f (r)
n (x)− f (r)(x)|2λ ≤ c1|Enf (r)

n (x)− f (r)(x)|2λ + c2[Var(f (r)
n (x))]λ

= c1I
2λ
1 + c2I

λ
2 . (2.5)

由递归函数的核估计和核函数的性质, 可知

Enfn
(r)(x) =

1
n

n∑
i=1

1
hi

1+r En(Kr(
Xi − x

hi

)) =
1
n

n∑
i=1

1
hi

1+r

∫ x+hi

x

Kr(
y − x

hi

)f(y)dy

=
1
n

n∑
i=1

1
hi

r

∫ 1

0

Kr(t)f(x + thi)dt. (2.6)

由 Taylor 展开得

f(x + thn) = f(x) +
s−1∑
l=1

f (l)(x)
(thn)l

l!
+ f (s)(x∗)

(thn)s

s!
(x ≤ x∗ ≤ x + thn), (2.7)

将 (2.7) 式代入 (2.6) 式, 可得

Enf (r)
n (x) =

1
n

n∑
i=1

1
hr

i

[f (r)(x)h(r)
i +

∫ 1

0

Kr(t)f (s)(x∗)
(thi)s

s!
dt]

= f (r)(x) +
1
n

[
n∑

i=1

hs−r
i

∫ 1

0

Kr(t)f (s)(x∗)
ts

s!
dt], (2.8)

由 f(x) ∈ Cs,a, 及 |Kr(t)| ≤ C, 可知

I1 = |Enf (r)
n (x)− f (r)(x)| ≤ c

1
n

n∑
i=1

hs−r
i , (2.9)

I2 = Var[
1
n

n∑
i=1

1
h1+r

i

Kr(
Xi − x

hi

)] ≤
n∑

i=1

1
n2h2+2r

i

En[Kr(
Xi − x

hi

)]2

=
n∑

i=1

1
n2h2+2r

i

∫ x+hi

x

K2
r (

y − x

hi

)f(y)dy =
1
n2

n∑
i=1

1
h1+2r

i

∫ 1

0

K2
r (t)f(x + thi)dt,
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再由 f(x) ∈ Cs,a, 及 |Kr(t)| ≤ C, hn 单调递减 lim
n→∞

hn = 0 可知

I2 ≤ c(nh1+2r
n )−1. (2.10)

取 hi = i−
1

2(s−1) 时, 可知

hi = i−
1

2(s−1) ≤ i−
1

2(s−r) (r = 0, 1),

由 (2.9) 式, 可得

I1 ≤ c
1
n

n∑
i=1

hs−r
i ≤ c

1
n

n∑
i=1

i−
1
2 ≤ c

1
n

∫ ∞

0

x−
1
2 dx ≤ cn−

1
2 ,

故有

I2λ
1 ≤ cn−λ. (2.11)

由 (2.10) 式, 取 hn = n−
1

2(s−1) 时, 有

Iλ
2 ≤ c(nh1+2r

n )−λ ≤ cn−
λ(s−r−1.5)

s−1 . (2.12)

将 (2.11) 式和 (2.12) 式代入 (2.5) 式, 结论成立.
注 2.1 当 λ −→ 1, s −→∞ 时, O(n−

λ(s−r−1.5)
s−1 ) 可任意接近 O(n−1).

3 EB 检验函数的收敛速度

定理 3.1 设 δn(x) 由 (2.3) 式定义, 其中 X1, X2, · · · , Xn 为独立同分布的样本序列. 且
假定 (A)− (C) 成立, 且 f

(r)
n (x) 连续, hn ↓ 0, 若 0 < λ ≤ 1, 取 hn = n−

1
2(s−1) 时, 则有

Rn −R(G) = O(n−
λ(s−2.5)

s−1 ).

此处 s > 2 为给定的一个正整数.
证 由 (1.13) 式和 (2.4) 式, 可知

0 ≤ (Rn −R(G)) = a

∫ ∞

0

α(x)[En(δn(x))− δG(x)]dx

= a

∫ A1

0

α(x)[En(δn(x))− δG(x)]dx + a

∫ aG

A1

α(x)[En(δn(x))− δG(x)]dx

+a

∫ A2

aG

α(x)[En(δn(x))− δG(x)]dx + a

∫ ∞

A2

α(x)[En(δn(x))− δG(x)]dx

= a

4∑
i=1

Ji, (3.1)

由 (1.9) 式和 (2.2) 式, Cr 不等式与引理 2.1 可知

E|αn(x)− α(x)|2λ = E|[fn(x)− f(x)]g(x) +
θ0

u(x)
[f (1)

n (x)− f (1)(x)]|2λ

≤ c1|g(x)|2λE|fn(x)− f(x)|2λ + c2[
θ0

u(x)
]2λE|f (1)

n (x)− f (1)(x)|2λ

≤ [c1|g(x)|2λ + c2[u(x)]−2λ]n−
λ(s−2.5)

s−1 , (3.2)



No. 4 黄金超等: 威布尔分布族刻度参数的经验 Bayes 检验函数的收敛速度 735

其中 g(x) 和 u(x) 分别 (1.7) 式和 (1.9) 式给出.
当 x ∈ (0, A1) 时, 由 (1.12) 式和 (2.3) 式可知 δn(x) = 1, δG(x) = 1, x ∈ (A2,∞) 时,

δn(x) = 0, δG(x) = 0. 故

En(δn(x))− δG(x) = 0,

因此

J1 =
∫ A1

0

α(x)[En(δn(x))− δG(x)]dx = 0, (3.3)

J4 =
∫ ∞

A4

α(x)[En(δn(x))− δG(x)]dx = 0. (3.4)

当 x ∈ (A1, aG) 时, 由 (1.12) 式和 (2.3) 式可知, δG(x) = 1, Enδn(x) = p(αn(x) < 0), 利
用Markov 不等式和 (3.2) 式有

J2 =
∫ aG

A1

α(x)[En(δn(x))− δG(x)]dx

≤
∫ aG

A1

α(x)[p(αn(x) < 0)− 1]dx

≤
∫ aG

A1

|α(x)|p(|αn(x)− α(x)|) ≥ |α(x)|dx

≤
∫ aG

A1

|α(x)|1−2λE|αn(x)− α(x)|2λdx

≤ cn−
λ(s−2.5)

s−1 [c1

∫ aG

A1

|α(x)|1−2λ|u(x)|−2λdx

+c2

∫ aG

A1

|α(x)|1−2λ|g(x)|2λdx].

当 0 < λ ≤ − 1
2
时, 0 ≤ 1− 2λ < 1, 且 |α(x)|1−2λ, |u(x)|−2λ 和 |g(x)|2λ 关于 x 在闭区间

[A1, aG] 上连续函数, 由闭区间上连续函数的有界性知,

∫ aG

A1

|α(x)|1−2λ|u(x)|−2λdx < ∞,

∫ aG

A1

|α(x)|1−2λ|g(x)|2λdx < ∞,

因此

J2 ≤ cn−
λ(s−2.5)

s−1 .

当 1
2

< λ ≤ 1 时,

lim
x→a−G

|α(x)| = lim
x→a−G

θ0f(x)
∣∣(θ0

−1 − ϕ(x))
∣∣ = 0

且 ∫ aG

A1

|α(x)|1−2λdx =
∫ aG

A1

1
|α(x)|2λ−1

dx
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是第 2 类瑕积分,瑕点为 x = aG, 由 (1.8) 式, (1.10) 式和第 2 类瑕积分的比较判别法则, 可
知

lim
x→a−G

(aG−x)2λ−1

|α(x)|2λ−1 = lim
x→a−G

( 1
f(x)

aG−x
θ0ϕ(x)−1

)2λ−1

= ( 1
θ0f(aG)

lim
x→aG

( −1
ϕ(1)(x)

))2λ−1

= ( 1
θ0f(aG)

1

|ϕ(1)(aG)|)
2λ−1 > 0,

∫ aG

A1

1
|α(x)|2λ−1

dx与

∫ aG

A1

1
(aG − x)2λ−1

dx同敛散,因为 1
2

< λ ≤ 1时,
∫ aG

A1

1
(aG − x)2λ−1

dx

是收敛的, 因此
∫ aG

A1

|α(x)|1−2λdx 收敛, 1
u(x)

, u(1)(x)

u(2)(x)
均为闭区间 [A1, aG] 连续函数, 故连续

函数有界性知 |u(x)|−2λ ≤ M1, |g(x)|2λ ≤ M2, 故

J2 = cn−
λ(s−2.5)

s−1 [c1M1

∫ aG

A1

|α(x)|1−2λdx + c2M2

∫ aG

A1

|α(x)|1−2λdx] ≤ cn−
λ(s−2.5)

s−1 . (3.5)

同理可证

J3 =
∫ A2

aG

α(x)[En(δn(x))− δG(x)]dx

≤
∫ A2

aG

|α(x)|p(|αn(x)− α(x)| ≥ |α(x)|)dx

≤
∫ A2

aG

|α(x)|1−2λE|αn(x)− α(x)|2λdx

≤ cn−
λ(s−2.5)

s−1 . (3.6)

所以将 (3.3)–(3.6) 式代入 (3.1) 式可得

Rn −R(G) = a

4∑
i=1

Ji = O(n−
λ(s−2.5)

s−1 ).

注 3.1 文献 [6]在 iid样本下给出的经验Bayes(EB)检验函数,收敛速度阶为O(n−
λs

2s+1 ),
其中 0 < λ ≤ 1, s ≥ 2, λ −→ 1, s −→ ∞, 收敛速度的阶可任意接近 O(n−

1
2 ). 本文在 iid

样本下利用递归核估计和 EB 检验函数的单调性, 构造 EB 检验函数, 得到收敛速度的阶为
O(n−

λ(s−2.5)
s−1 ), 其中 0 < λ ≤ 1, s ≥ 3, λ −→ 1, s −→ ∞, 收敛速度的阶可任意接近 O(n−1).

比文献 [6] 中的收敛速度的阶快了约 1 倍, 极大改进文献 [6] 中的结果, 但是采用核估计和构
造方法不一样, 本文方法较简洁些.

4 例子

下面举例说明适合文中定理条件的Weibull 族和先验分布是存在的, 在模型 (1.1) 式中,
令m 为给定已知正整数, 其中取 θ 的先验分布为

g(θ) =
ab

Γ(b)
θ−(b+1)e−

a
θ I[θ>0], (4.1)
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a 和 b 为已知常数 a > 0, b > 0, 所以有

f(x) =
∫

Ω

f(x|θ)dG(θ)

= −abΓ(b + 1)mxm−1

Γ(b)(xm + a)b+1

∫ ∞

0

(xm + a)b+1

Γ(b + 1)
(
1
θ
)b exp((−xm + a)/θ)d(

1
θ
)

=
mxm−1bab

(xm + a)b+1
. (4.2)

由 (4.2) 式易见 f(x) 为 x 任意阶可导函数, 导函数连续, 一致有界, 即 f(x) ∈ Cs,a, 条件
(A) 成立, 在假定 iid 样本下所加条件 (B) 成立,因此只需验证条件 (C) 成立即可,

ϕ(x) =

∫

Ω

θ−2 exp(−xm/θ)dG(θ)
∫

Ω

θ−1 exp(−xm/θ)dG(θ)
=

Γ(b + 2)/(xm + a)b+2

Γ(b + 1)/(xm + a)b+1
=

b + 1
xm + a

,

ϕ′(x) = − b+1
(xm+a)2

mxm−1 ≤ 0, 故 ϕ(x) 在 x > 0 时单调递减,

lim
x→o+

ϕ(x) = b+1
a

, lim
x→+∞

ϕ(x) = 0.

不妨假设 A1 = 10−8, A2 = 108, θ0(b + 1) ≥ a, 因为

aG = (θ0(b + 1)− a)
1
m ,

所以

max{θ0(b + 1)− 108m, 0} < a ≤ θ0(b + 1)− 10−8m,

有

lim
x−→0+

ϕ(x) > θ−1
0 = ϕ(aG) > lim

x−→+∞
ϕ(x).

即假设条件 (C) 也成立, 故定理 3.1 结论成立.
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Abstract: In this paper, the empirical Bayes(EB) test of scale parameter for Weibull

distribution family is investigated under weighted linear loss. By using the conversive kernel-type

density estimation, the empirical Bayes test rules are constructed, and convergence rates are

obtained. The order of convergence rates can be arbitrartily close to O(n−1), under suitable

conditions, the results of paper are generalized. Finally an example about the main results of this

paper is given.
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