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摘要: 本文研究了保险市场上的均值 - 方差组合选择问题. 本文利用线性二次控制理论, 得到

了最优策略和有效的均值 - 方差边界的显示解.
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1 引言

最近, 有大量的文献研究风险模型在投资和再保险下, 最大化或最小化一些目标函数. 文
[1] 首先研究了该问题. 它假设保险公司的盈余过程满足扩散过程, 风险资产满足几何布朗运
动, 获得了最大化终值财富的最优策略和值函数. 文 [2] 研究了类似的问题, 获得了最优投资
- 再保险策略和最优值函数. 文 [3] 研究了跳 - 扩散过程的最优投资问题, 获得了最优投资策
略和最优值函数及破产概率的数值解.
均值 - 方差问题的目标是, 在终值财富的均值给定时同时使方差最小. 文 [4] 首先研究了

该问题. 之后, 许多学者都研究了该问题. 文 [5] 研究了动态多个时代的均值 - 方差组合问题,
文 [6] 在随机 LQ 的框架下研究了连续时间均值 - 方差组合问题, 通过通过随机线性二次控
制 (LQ) 的方法得到了最优策略和有效边界. 文 [7] 研究了马尔柯夫调制市场上具有资产负
债的均值 - 方差组合问题, 获得了最优策略和有效边界.
研究中发现很少有学者在具有马氏调制的风险模型中研究均值 - 方差问题. 研究该问题,

可以指导保险公司进行合理的投资, 使自身获得一定的财富, 而且面临的风险最小. 因此, 研
究该问题具有很大的现实意义. 本文就致力于这方面的研究. 在研究中, 我们假设保险公司的
盈余满足扩散过程, 可以通过再保险减小风险, 同时通过在金融市场上投资来增加财富. 金融
市场由一个无风险资产和 n 个风险资产上投资, 风险资产满足跳 - 扩散过程. 假设保险公司
的盈余过程和金融市场都具有马氏调制. 应用线性二次控制理论解决该问题, 获得了最优的
再保险、投资策略和有效的均值 - 方差边界的显示解.

2 模型

为了使数学上更为严格, 假设所有的随机过程和随机变量都定义在完备的概率空间
(Ω, Ft, P ) 上, 并且有一满足通常条件的 σ - 流 {Ft, t ≥ 0}, 即 Ft 右连续且 P 完备. 允许连续
交易, 不考虑交易费用和税收, 且所有资产都是无穷可分的.
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设理赔过程 C(t) 满足如下的马氏调制的几何布朗运动

dC(t) = α(t,X(t))dt− β(t,X(t))dW 0
t ,

这里 {W 0
t , t ≥ 0} 是标准布朗运动, X(t) 是概率空间 (Ω, F, P ) 上的连续时间有限状态马尔

柯夫链, 状态空间为 E := (1, 2, · · · , N), 假设 {W 0
t , t ≥ 0} 和 X(t) 相互独立. 为了使该马尔

柯夫链 X(t) 更加具体, 设它的的转移矩阵为 P = (pij(t))N×N , 其中 N 是状态空间元素的总

数. 更精确地, 转移概率可定义为

pij(t) = p(X(s + t) = j | X(s) = i), i, j = 1, 2, · · · , N ;

密度矩阵为 Q = (qij)N×N ,

qij := lim
t→0+

pij

t
, i 6= j, qii := lim

t→0+

pii − 1
t

, i, j = 1, 2, · · · , N,

这里对每个 i 有
N∑

i=1

qij = 0, 对于 i, j = 1, 2, · · · , N(i 6= j) 有 qij > 0.

保费支付率满足下面的方程

mt = (1 + θ)α(t,X(t)),

其中 θ 为保险公司的安全负载, 所以保险公司在进行投资和再保险之前, 盈余 R(t) 满足下面
的方程

dR(t) = mtdt− dC(t) = θα(t,X(t))dt + β(t,X(t))dW 0
t .

设 qt ∈ [0, 1] 为时刻 t 的再保险比例, 再保险的安全负载为 η(η > θ), 则进行再保险后, 保险
公司的盈余满足下面的方程

dR(t, q) = (θ − ηqt)α(t,X(t))dt + (1− qt)β(t,X(t))dW 0
t .

假设金融市场由一个无风险资产和 n 个风险资产组成. 无风险资产在时刻 t 的价格为

S0(t), 满足下面的方程
dS0(t) = r(t,X(t))S0(t)dt.

风险险资产在时刻 t 的价格为 Si(t), i = 1, · · · , n, 满足下面的方程

dSi(t) = Si(t−){ri(t,X(t−))dt +
n∑

j=1

σij(t,X(t−))dW j
t

+
n∑

j=1

∫

R−{0}
γij(t, y, X(t−))M̂ j

X(t−)(dt, dy)}, i = 1, · · · , n,

这里 {W j
t , t ≥ 0}, j = 1, · · · , n 是标准布朗运动, 假设 {W j

t , t ≥ 0}, j = 0, · · · , n 相互独立.

M̂ j
X(t−)(dt, dy) := M j

X(t−)(dt, dy)− νj
X(t−)(dy | t)η(dt), j = 1, 2, · · · , n
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相互独立, 是马氏调制的泊松补偿随机测度. 进一步, 假设 ri(t, i) > r(t, i), η(dt) = dt, 马氏
调制的泊松补偿随机测度和布朗运动相互独立.
设 πi(i = 1, 2, · · · , n) 是时刻 t 在第 i(i = 1, 2, · · · , n) 个风险资产上投资的金额, 令

π = (π1, · · · , πn). 选择 π 和风险暴露 q 作为控制变量. 在任意时刻 t ≥ 0, q = q(t), π = π(t)
由保险公司选择, 记 u(·) = (q(·), π(·)). 一旦策略 u(·) 被选定, 则盈余过程变为

dz(t) =[(θ − ηqt)α(t,X(t)) + r(t,X(t))z(t) + B(t,X(t))π(t)]dt + (1− qt)β(t,X(t))dW 0
t

+ π(t)>σ(t,X(t))dWt + π(t)>
∫

R−{0}
γ(t, y, X(t−))M̂X(t−)(dt, dy),

(1)
z(0) = z, 这里

σ(t,X(t)) := (σij(t,X(t)))n×n, γ(t, y, X(t−)) = (γij(t, y, X(t−)))n×n,

M̂X(t−)(dt, dy) := (M̂1
X(t−)(dt, dy), · · · , M̂n

X(t−)(dt, dy))>,

B(t,X(t)) := [r1(t,X(t))− r(t,X(t)), r2(t,X(t))− r(t,X(t)), · · · , rn(t,X(t))− r(t,X(t))]>,

其中 A> 是 A 的转置.
定义 1 一个控制策略 u(·) = (q(·), π(·)) 称为可行的, 如果 q(·) 和 π(·) 关于流 F 可料,

对任意的 t ≥ 0, q(·) 和 π(·) 满足下面的条件
(1) 0 ≤ q(t) ≤ 1;
(2) 对所有的 T < ∞, i = 1, · · · , n 有 P{∫ T

0
[π2

i (t)dt]2 < ∞} = 1.
所有可行的策略记为 U .

3 均值 - 方差组合选择问题

保险人的目的是, 在所有可行策略中找到一个策略 u(·), 使得 Ez(t) = d, 同时使

Varz(T ) ≡ E[z(T )− Ez(T )]2 = E[z(T )− d]2

最小. 该问题称为均值 - 方差组合选择问题.
定义 2 均值 - 方差组合选择问题是以参数 d ∈ R1 为限制的随机最优化问题, 也就是

{
minJMV (z0, i, u(·)) := Ez0,i[z(T )− d]2

使得 Ez(T ) = d, u(·) ∈ U, (z(·), u(·)) 满足 (1),
(2)

这里 Ez0,i 是在概率测度 Pz0,i := P (· | z(0) = z0, X(0) = i) 下的条件期望.
引理 1 均值 - 方差问题 (2) 对于 d ∈ R 称为是可行的当且仅当

E

∫ T

0

B(t,X(t))>B(t,X(t))dt > 0.

该引理的证明和文 [6] 相似, 这里就不再证明了.

引理 2 设 ft(t, i) = h(t, i)f(t, i)−
N∑

j=1

qijf(t, j), f(T ) = e, 记 B(t) 如下

B(t) = (h(t, 1), h(t, 2), · · · , h(t,N))diag −A,
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这里 A = (qij)N×N , 则由 Feynman-Kac 公式获得 f(t, i) 满足下式

f(t, i) = Et,i{exp[−
∫ T

t

h(s,X(s))ds]},

这里 Et,i 是以 X(t) = i 为条件的条件期望.
证 从文 [8] 知如下定义的Mv, v ≥ t 为鞅

Mv := f(v, X(v))− f(t,X(t))−
∫ T

t

[ft(s,X(s))+ < f(s), A′X(s) >]ds.

设K(v) 定义如下

K(v) = exp{−
∫ T

t

h(s,X(s))ds}.

应用 Itö公式, 有

d(K(v)f(v, X(v))) = K(v){df(v, X(v))− h(v, X(v))f(v, X(v))dv}
= K(v){dM(v) + [ft(v, X(v)) + 〈f(v), A′X(v)〉]dv

−h(v, X(v))f(v, X(v))dv},

因为

ft(v, X(v)) = 〈ft(v), X(v)〉 = 〈A(v)f(v), X(v)〉 = h(v, X(v))f(v, X(v))− 〈f(v), A′X(v)〉.

所以

K(v)f(v, X(v))− f(t,X(t)) =
∫ T

t

K(s)dM(s).

设 v = T 然后取期望得到

f(t, i) = Et,iK(T ) = Et,i{exp[−
∫ T

t

h(s,X(s))ds]}.

证毕.
有了引理 1 和引理 2 的保证, 我们继续研究均值 - 方差最优化问题. 因为问题 (2) 是一

个凸的最优化问题, 限制 Ez(T ) = d 能够用拉格朗日乘数因子 λ ∈ R 做进一步的处理. 问题
(2) 可转化为如下的问题

{
JMV L(z0, i, u(·), λ) = Ez0,i[z(T ) + λ− d]2 − λ2

使得 Ez(T ) = d, u(·) ∈ U, (z(·), u(·)) 满足 (1).
(3)

4 没有限制时的解

在这一节里求解问题 (3). 首先设

ρ(t, i) = B(t, i)D(t, i)−1B(t, i)>,
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其中 D(t, i) 为

D(t, i) = σ(t, i)σ(t, i)> +
∫

R−{0}
γ(t, y, i)C(νi(dy | t))γ(t, y, i)>,

C(νi(dy | t)) = diag(ν1
i (dy | t), · · · , νn

i (dy | t)), i = 1, 2, · · · , N .
引理 3 假设 P (t, i), H(t, i) 满足下面的 Riccati 方程

dP (t, i) = [ρ(t, i) +
η2α2(t, i)
β2(t, i)

− 2r(t, i)]P (t, i)−
N∑

j=1

qijP (t, i),

边界条件 P (T, i) = 1, i = 1, 2, · · · , N ,

dH(t, i) = r(t, i)H(t, i)− 1
P (t, i)

N∑
j=1

qij [H(t, j)−H(t, i)],

边界条件 H(T, i) = 1, i = 1, 2, · · · , N , 则

P (t, i) = Et,i{exp[−
∫ T

t

f(s,X(s))ds]}, (4)

H(t, i) = 1−
∫ T

t

exp{−
∫ s

t

[r(τ, i)+
∑
j 6=i

qij ]}dτ × [r(s, i)+
1

P (s, i)

∑
j 6=i

qijP (s, j)[1−H(t, i)]],

(5)
这里

f(t, i) = ρ(t, i) +
η2α2(t, i)
β2(t, i)

− 2r(t, i), i = 1, 2, · · · , N.

证 由引理 2 可得 (4) 式成立, (5) 式的证明和文献 [6] 相似, 不再证明.
引理 4 假设 G(t, i), F (t, i) 满足下面的 Riccati 方程

dG(t, i) = [ρ(t, i)− 2r(t, i)]G(t, i)−
N∑

j=1

qijG(t, i),

边界条件 G(T, i) = 1, i = 1, 2, · · · , N,

dF (t, i) = r(t, i)F (t, i)− 1
G(t, i)

N∑
j=1

qij [F (t, j)− F (t, i)],

边界条件 F (T, i) = 1, i = 1, 2, · · · , N , 则

G(t, i) = Et,i{exp[−
∫ T

t

g(s,X(s))ds]}, (6)

F (t, i) = 1−
∫ T

t

exp{−
∫ s

t

[r(τ, i) +
∑
j 6=i

qij ]}dτ × [r(s, i) +
1

G(s, i)

∑
j 6=i

qijG(s, j)[1−F (t, i)]],

(7)
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这里

g(t, i) = ρ(t, i)− 2r(t, i), i = 1, 2, · · · , N.

证 和引理 3 相似的即可获得引理 4.
定理 1 设

q̂(t, z, i) = 1 +
ηα(t, i)
β(t, i)2

[z + (λ− d)H(t, i)],

γ =
∑
i=j

∫ T

0

P (t, j)qij [H(t, j)−H(t, x(t))]2dt.

(1) 如果 q̂(t, z, i) > 0, 问题 (3) 的最优投资策略为

π∗(t, z, i) = −D(t, i)−1B(t, i)>[z + (λ− d)H(t, i)]; (8)

最优再保险策略为

q∗(t, z, i) = q̂(t, z, i) = 1 +
ηα(t, i)
β(t, i)2

[z + (λ− d)H(t, i)], (9)

最优的值函数为

inf
π(·)admissible

J(z0, i0, π(·), λ)

=[P (0, i0)H(0, i0)2 + γ − 1](λ− d)2 + 2[P (0, i0)H(0, i0)z0 − d](λ− d) + P (0, i0)z2
0 − d2

+ 2P (t, x(t))α(t, i)(θ − η)[z + (λ− d)H(t, x(t))].
(10)

(2) 如果 q̂(t, z, i) ≤ 0 问题 (3) 的最优再保险策略 q∗(t, z, i) = 0, 最优的投资策略为

π∗(t, z, i) = −D(t, i)−1B(t, i)>[z + (λ− d)F (t, i)], (11)

最优的值函数为

inf
π(·)admissible

J(z0, i0, π(·), λ)

=[G(0, i0)F (0, i0)2 + γ − 1](λ− d)2 + 2[G(0, i0)F (0, i0)z0 − d](λ− d) + G(0, i0)z2
0 − d2

+ 2G(t, x(t))α(t, i)θ[z + (λ− d)F (t, x(t))] + β(t, i)2.
(12)

证 (1) 对 P (t, i)[z + (λ− d)H(t, i)]2 应用 Itö公式得到

d{P (t, x(t))[z + (λ− d)H(t, x(t))]2}
= Pt(t, x(t))[z + (λ− d)H(t, x(t))]2 + P (t, x(t))

{2[z + (λ− d)H(t, x(t))][dz(t) + (λ− d)Ht(t, x(t))]

+π>σ(t, i)σ>(t, i)π + β2(t, i)(1− q)2}dt +
N∑

j=1

qx(t)jP (t, j)[z + (λ− d)H(t, j]2
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+
n∑

j=1

∫

R−{0}
P (t, x(t)){[z + π>γ(t, y, i) + (λ− d)H(t, x(t))]2 − [z + (λ− d)H(t, x(t))]2

−2[z + (λ− d)H(t, x(t))]π>γ(t, y, i)}νj
i (dy | t)

= [z + (λ− d)H(t, x(t))]2[ρ(t, i) +
η2α(t, i)2

β(t, i)2
− 2r(t, i)]P (t, x(t))

−
N∑

j=1

qx(t)jP (t, j)[z + (λ− d)H(t, x(t))]2 +
N∑

j=1

qx(t)jP (t, j)[z + (λ− d)H(t, j)]2

−2(λ− d)[z + (λ− d)H(t, x(t))]
N∑

j=1

qij [H(t, j)−H(t,X(t))]

+P (t, x(t)){π(t)>(σ(t, i)σ>(t, i))π + π(t)>
∫

R−{0}
γ(t, y, i)C(νi(dy | t))γ(t, y, i)>π(t)}

+β2(t, i)(1− q)2 + 2[z + (λ− d)H(t, x(t))][Bπ(t) + (θ − ηq(t))α(t, i)]

+2r(t, i)[z + (λ− d)H(t, x(t))]2}dt

+2P (t, x(t))[z + (λ− d)H(t, x(t))][π(t)>σ(t,X(t))dWt + (1− qt)β(t,X(t))dW 0
t ]

= P (t, x(t)){(π − π∗)>D(t, i)(π − π∗) + β2(t, i)[q − q∗]2}
+2P (t, x(t))α(t, i)(θ − η)[z + (λ− d)H(t, x(t))]

+(λ− d)2
N∑

j=1

qx(t)jP (t, j)[H(t, j)−H(t, x(t))]2 + 2P (t, x(t))

[z + (λ− d)H(t, x(t))][π(t)>σ(t,X(t))dWt + (1− qt)β(t,X(t))dW 0
t ],

这里 π∗(t, z, i), q∗(t, z, i) 分别是 (8) 和 (9) 的右手边. 对上式在 0 到 T 上求积分, 然后再求期
望, 得到

E[z(T ) + λ− d]2 = P (0, i0)[z + (λ− d)H(0, i0)]2 + γ(λ− d)2

+E

∫ T

0

P (t, x(t)){(π − π∗)>D(t, i)(π − π∗) + β2[q − q∗]2}
+2P (t, x(t))α(t, i)(θ − η)[z + (λ− d)H(t, x(t))],

所以

J(z0, i0, u(·), λ) = E[z(T ) + λ− d]2 − λ2

= [P (0, i0)H(0, i0)2 + γ − 1](λ− d)2 + 2[P (0, i0)H(0, i0)z0 − d](λ− d) + P (0, i0)z2
0 − d2

+2P (t, x(t))α(t)(θ − η)[z + (λ− d)H(t, x(t))]

+E

∫ T

0

P (t, x(t)){(π − π∗)>D(t, i)(π − π∗) +
β2(t, i)

2
[q − q∗]2}.

由引理 1 知 P (t,X(t)) > 0 所以最优的投资、再保险策略分别满足 (8), (9) 式, 最优的值函数
满足 (10) 式.
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(2) 因为最优的再保险策略 q∗(t, z, i) ∈ [0, 1]. 所以当 q̂(t, z, i) ∈ [0, 1] 时, q∗(t, z, i) =
q̂(t, z, i)); q̂(t, z, i) ≤ 0 时 q∗(t, z, i) = 0. 这种情况和 (1) 相似的证明, 可得 π∗(t, z, i),
inf

π(·)admissible J(z0, i0, π(·), λ) 分别满足 (11), (12) 式.

5 有效边界和最优策略

本节求解均值 - 方差问题 (2). 和文 [6] 类似的有 P (0, i0)H(0, i0)2 + γ − 1 < 0. 注意到
Jz0,i0,u(·) 关于 u(·) 是严格凸的, 所以应用 Lagrange duality 定理得到

JMV (z0, i0) = sup
λ∈R1

inf
π(·) admissible

J(z0, i0, π(·), λ) > −∞. (13)

显然 inf
π(·)admissible

J(z0, i0, π(·), λ) > −∞ 是关于 λ 的二次函数. 下面分两种情况讨论.

(1) 如果 q∗(t, z, i) = q̂(t, z, i), 则 inf
π(·)admissible

J(z0, i0, π(·), λ) > −∞ 在 λ∗ 处获得最大

值, λ∗ 满足下式

λ∗ − d =
d− P (0, i0)H(0, i0)z0 − (θ − η)P (t,X(t))α(t, i)z

P (0, i0)H(0, i0)2 + γ − 1
, (14)

把 λ∗ 代入 (13) 式得到

JMV (z0, i0)

=[P (0, i0)H(0, i0)2 + γ − 1](λ∗ − d)2

+ 2[P (0, i0)H(0, i0)z0 − d](λ∗ − d) + P (0, i0)z2
0 − d2

+ 2P (t, x(t))α(t, i)(θ − η)[z + (λ∗ − d)H(t, x(t))]P (t, x(t)).

(15)

(2) 如果 q∗(t, z, i) = 0, 则 inf
π(·)admissible J(z0, i0, π(·), λ) > −∞ 在 λ∗ 处获得最大值,

λ∗ 满足下式

λ∗ − d =
d−G(0, i0)F (0, i0)z0 − θG(t,X(t))α(t, i)z

G(0, i0)F (0, i0)2 + γ − 1
, (16)

把 λ∗ 代入 (13) 式得到

JMV (z0, i0)

=[G(0, i0)F (0, i0)2 + γ − 1](λ∗ − d)2

+ 2[G(0, i0)F (0, i0)z0 − d](λ∗ − d) + G(0, i0)z2
0 − d2

+ 2G(t, x(t))α(t, i)θ[z + (λ∗ − d)F (t, x(t))]G(t, x(t)) + β(t, i)2.

(17)

通过上述分析, 得到下面的定理.
定理 2 (1) 如果 q̂(t, z, i) > 0, 均值 - 方差问题 (2) 在时刻 t, 财富为 z, 马氏链的状态为 i

时, 最优的再保险策略 π∗(t, z, i) 为

q∗(t, z, i) = q̂(t, z, i) = 1 +
ηα(t, i)
β(t, i)2

[z + (λ∗ − d)H(t, i)], (18)
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最优的投资策略 π∗(t, z, i) 为

π∗(t, z, i) = −D(t, i)−1B(t, i)>[z + (λ∗ − d)H(t, i)], (19)

最优的边界 VarZ(T ) 为

VarZ(T ) =JMV (z0, i0)

=[P (0, i0)H(0, i0)2 + γ − 1](λ∗ − d)2

+ 2[P (0, i0)H(0, i0)z0 − d](λ∗ − d) + P (0, i0)z2
0 − d2

+ 2P (t, x(t))α(t, i)(θ − η)[z + (λ∗ − d)H(t, x(t))]P (t, x(t)),

(20)

其中 λ∗ 满足下式

λ∗ = d +
d− P (0, i0)H(0, i0)z0 − (θ − η)P (t,X(t))α(t, i)z

P (0, i0)H(0, i0)2 + γ − 1
,

P (t, i), H(t, i) 分别满足 (4), (5) 式.
(2) 如果 q̂(t, z, i) ≤ 0, 均值 - 方差问题 (2) 在时刻 t, 财富为 z, 马氏链的状态为 i 时, 最

优的再保险策略 q∗(t, z, i) = 0 最优的投资策略 π∗(t, z, i),

π∗(t, z, i) = −D(t, i)−1B(t, i)>[z + (λ∗ − d)F (t, i)], (21)

最优的边界 VarZ(T ) 为

VarZ(T ) = JMV (z0, i0)

=[G(0, i0)F (0, i0)2 + γ − 1](λ∗ − d)2

+ 2[G(0, i0)F (0, i0)z0 − d](λ∗ − d) + G(0, i0)z2
0 − d2

+ 2G(t, x(t))α(t, i)θ[z + (λ∗ − d)F (t, x(t))]G(t, x(t)) + β(t, i)2,

(22)

其中 λ∗ 满足下式

λ∗ = d +
d−G(0, i0)F (0, i0)z0 − θG(t,X(t))α(t, i)z

G(0, i0)F (0, i0)2 + γ − 1
,

G(t, i), F (t, i) 分别满足 (6), (7) 式.
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MEAN-VARIANCE PORTFOLIO SELECTION IN

MARKOV-SWITCHING JUMP-DIFFUSION MARKET FOR RISK

MODEL
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Abstract: In this paper, we study mean-variance portfolio selection problem in insurance

market. By using linear-quadratic control, we obtain some wealth meanwhile make their own risks

to the minimum, which generalize mean-variance portfolio selection problem to jump diffusion

insurance market with markov modulated.
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