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二维热传导方程源强识别反问题的数值求解
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摘要: 本文研究了一类含有时间变量热源的二维热传导方程. 利用有限元方法给出了数值求解

过程, 并在已知热源位置的前提下, 根据某点的温度观测值, 利用插值方法, 将源强识别问题转化为参

数反演问题, 通过微分进化方法结合最佳摄动量法对源强识别反问题进行了数值模拟, 结果表明所提

出的方法是可行有效的.
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1 引言

在许多化学物理问题中, 常常要考虑有热源的物体的温度分布规律, 而热源的发热量又
与该物体温度有关, 例如内部能量的来源, 或者是计算机芯片能源的发电量, 或在微波炉加热
过程中, 或在化学反应过程和许多设计与制造领域等都需要探测未知的发热源. 由于热源的
强度未知, 要精确地描述物体的温度分布规律, 必须获得未知源项的信息来决定热源的强度,
而要直接测定热源的发热量是相当困难的, 进而人们转向利用附加的测量数据, 通过求解相
应的数学模型, 来获得热源的信息. Huang [1] 使用共轭梯度法结合伴随矩阵识别了板内部的

热源, Yang [2−5] 基于线性最小二乘残差使用了逆矩阵法、符号法和数值序贯法求解了源强

问题. 本文主要对二维热传导方程点源强度问题, 采用插值方法, 将源强识别问题转化为参数
反演问题, 通过微分进化算法结合最佳摄动量法给出其求解结果.

2 有限元求解

考虑如下含有初边值的二维热传导方程:

ρc∂tT (x, y, t) = k∇2T (x, y, t) + g(t)δ(x− x∗, y − y∗), (x, y) ∈ D, 0 < t < tf , (2.1)

T (x, y, 0) = T0(x, y), (x, y) ∈ D ∪ ∂D, (2.2)

∂xT (0, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ L, 0 ≤ t ≤ tf , (2.3)

∂xT (L, y, t) = P (y, t), 0 ≤ y ≤ L, 0 ≤ t ≤ tf , (2.4)

∂yT (x, 0, t) = 0,≤ x ≤ L, 0 ≤ t ≤ tf , (2.5)

∂yT (x, L, t) = Q(x, t), 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ t ≤ tf , (2.6)
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其中D = {(x, y)|0 < x < L, 0 < y < L}, δ(·)是狄拉克 (Dirac)函数, 且 (x∗, y∗) ∈ D, g(t)为
热源强度, k, ρ, c 分别称为材料的热导率, 密度和比热, 均为常数.
对于问题 (2.1)–(2.6), 若已知 g(t), T0(x, y), P (y, t), Q(x, t), 求解 T (x, y, t) 构成了热传

导方程的正问题. 现在的问题是 g(t) 未知, 如何根据附加的测量数据, 例如定点 (x0, y0) ∈ D

上的温度值 T (x0, y0, t) = E(t) 来反演 g(t), 便构成了热传导方程的源强识别反问题.
由于反演离不开高精度的正问题求解, 本文采用有限元法对其求解. 假设 Th 是 D 的外

表面三角剖分的集合, 满足 max
τ∈Th

diam(τ) ≤ h, 其中 diam(τ) 是三角形 τ 的顶点之间的最大

距离. 令 Sh 是 D 上的连续函数的有限维空间. 引入空间 Sh 上的内积

(f, g) =
∫∫

D

fgdxdy.

任取 v(x, y, t) ∈ Sh 且满足 v|∂D = 0, 乘以方程 (2.1) 两端, 然后在 D 上积分得

ρc(T, v) = k(∇2T, v) + (g(t)δ(x− x∗, y − y∗), v) , (2.7)

利用格林公式消去其中的二阶偏导数项得

ρc

∫∫

D

∂tT (x, y, t)vdxdy = −k

∫∫

D

∇T (x, y, t)∇vdxdy +
∫∫

D

g(t)δ(x− x∗, y − y∗)vdxdy

+k

∫

∂D

n · ∇Tvdxdy, (2.8)

把边界条件 (2.3), (2.6) 代入 (2.8) 式可得

ρc

∫∫

D

∂tT (x, y, t)vdxdy = −k

∫∫

D

∇T (x, y, t)∇vdxdy +
∫∫

D

g(t)δ(x− x∗, y − y∗)vdxdy,

(2.9)
由狄拉克 (Dirac) 函数的性质可得

ρc

∫∫

D

∂tT (x, y, t)vdxdy + k

∫∫

D

∇T (x, y, t)∇vdxdy − g(t)v(x∗, y∗) = 0. (2.10)

设方程的近似解为

T (x, y, t) ≈
N∑

j=1

Tj(t)Φj(x, y),

其中 {Φj(x, y)}N
j=1 是标准的三角剖分的基函数, 代入方程 (2.10) 可得

ρc

N∑
i=1

T ′i(t) (Φi,Φj) + k

N∑
i=1

Ti(t) (∇Φi,∇Φj)− g(t)Φj(x∗, y∗) = 0, j = 1, 2, · · · , N. (2.11)

若令

T = (T1(t), T2(t), · · · , TN (t))T
,

T ′ =
(

dT1(t)
dt

,
dT2(t)

dt
, · · · ,

dTN (t)
dt

)T

,
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代入初始条件 (2.2), 我们得到如下矩阵形式的有限元离散
{

ρcAT ′ + kBT = F1,

T |t=0 = T0(xi, yi),
(2.12)

其中

Aij = (Φi,Φj) =
∫∫

D

ΦiΦjdxdy, Bij = (∇Φi,∇Φj) =
∫∫

D

∇Φi∇Φjdxdy, F1j
= g(t)Φj(x∗, y∗).

对方程 (2.12) 的时间导数采用差分近似, 假设在 t 时刻的值为 Tt, 则

dT

dt
=

Tt+∆t − Tt

∆t
,

代入 (2.12) 式可得 (
ρc

A

∆t
+ kB

)
Tt+∆t = ρc

A

∆t
Tt + F1.

这样便可求出在区域内任一点及任一时刻的数值解.

3 插值方法求解源强

有了正问题的求解, 下面来确定 g(t). 为了确定源强 g(t), 需要附加条件, 本文选取已知
点 (x0, y0) ∈ D 的函数值

T (x0, y0, t) = E(t), (3.1)

其中 E(t) 为已知函数.
设未知函数 g(t) 在时刻 ti 的值为 g(ti), (i = 0, 1, · · · , n), 并记

g(ti) = ait ∈ [0, tf ], i = 0, 1, · · · , n. (3.2)

选取冒状基函数 wi(t), 对 g(t) 进行插值, 即确定一个 n + 1 维实向量 a = (a0, a1, · · · , an)T ∈
Rn+1, 使得

g(t) ≈ g̃(t) =
n∑

i=0

aiwi(t) = aT W (t), (3.3)

其中W (t) = (w0(t), w1(t), · · · , wn(t))T , wi(t), (i = 0, 1, · · · , n) 具有如下形式的线性分段函
数

wi(t) =





t−ti−1

h
, t ∈ [ti−1, ti],

ti+1−t

h
, t ∈ [ti, ti+1],

0, 其它,

i = 1, 2, · · · , n− 1,

当 i = 0, n 时, 定义

w0(t) =

{
t1−t

h
, t ∈ [t0, t1] ,

0, 其它,
wn(t) =

{
t−tn−1

h
, t ∈ [tn−1, tf ],

0, 其它,
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其中 h = tf

n
. 则将源强 g(t) 的反演转换为参数 ai 的反演, 从而将未知函数的反演转化为具体

参数的反演.
设 T (x0, y0, ti) 是固定点 (x0, y0) 在 ti 时刻的第 i 个温度观测值, 即 T (x0, y0, ti) = E(ti),

T (a0, a1, · · · , an, x0, y0, ti)是以 a0, a1, · · · , an 为参数解正问题 (2.1)–(2.6)所获得的相应计算
值, 则反问题转化为如下非线性优化问题:

min
(a1,a2,··· ,an)

n∑
i=0

(E(ti)− T (a0, a1, · · · , an, x0, y0, ti))
2 (x0, y0 ∈ D), (3.4)

其中 T (a0, a1, · · · , an, x0, y0, ti) 满足方程 (2.1)–(2.6).
对于非线性优化问题, 传统的优化方法大多数是基于迭代原理的各种数值方法, 函数的

局部性质将严重影响算法的收敛性和收敛速度, 若要求非线性问题的全局最优解更是困难.
近年来, 基于自然法则的随机搜索算法—— 演化算法, 在优化领域发挥了一定的优势. 假设
逆热源问题的源强精确解为 p(t), 对于问题 (3.4), 首先要给出未知量 ai (i = 0, 1, · · · , n) 的初
始猜测值 a0

i (i = 0, 1, · · · , n). 由于最佳摄动量法 [7−8] 具有局部寻优性, 初值的选取决定了能
否找到全局最优解, 而微分进化算法是一种基于种群进化的多点搜索算法 [9−10], 是进化算法
的一个分支, 与其它进化算法相比, 包含着相似的机理, 如初始化种群, 进行变异、交叉和选
择操作, 不断进化更新, 判断停止条件等等. 最大的不同之处是, 它的变异算子是从当前种群
中选取的两个或多个任意个体做差值运算, 并乘以系数得到的, 因此, 将这两种方法结合将是
一种比较理想的反演方法.
其算法步骤如下:
(1) 首先采用微分进化算法反演出全局近似的最优解 a0

0, a
0
1, · · · , a0

n;
(2) 应用有限元法求解初边值问题 (2.1–(2.6) 的数值解 T (g0(t);x0, y0, ti ), 其中

g0(t) =
n∑

i=0

a0
i wi(t);

(3) 用数值微分计算

ai,j =
∂T (g0(x);x0, y0, ti)

∂kj

=
1
τ

[T (g0(t) + τwj(t);x0, y0, ti)− T (g0(t);x0, y0, ti)] ,

即分别对 g0(t) + τwj.(t) (i = 0, 1, · · · , n) 应用数值方法求边值问题 (2.1)–(2.6) 的数值解
T (g0(t) + τwj(t);x0, y0, ti) ;

(4) 求解方程组:
(
AT A + αI

)
δa0 = AT (U∗ − U), 其中

A = (ai,j)n×n, ai,j=
∂T (g0(x);x0, y0, ti)

∂kj

, U =




T (g0(t);x0, y0, t1)
· · ·

T (g0(t);x0, y0, tn)


 , U∗ =




E(t1)
· · ·

E(tn)


 ,

并用式 δg0(t) =
n∑

i=0

δa0
i wi(t) = δaT

0 W (t) 求得扰动量 δg0(t), 取新的初始猜测值为 g1(t) =

g0(t) + δg0(t), 重复上述过程, 到指定迭代次数为止.

4 数值算例
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在问题 (2.1)–(2.6) 中, 设 D = {(x, y)|0 < x < 1, 0 < y < 1}, 0 < t ≤ 1, k = ρ = c = 1.

考虑如下方程

∂tT (x, y, t) = ∇2T (x, y, t) + g(t)δ(x− 0.5, y − 0.5), 0 < t < 1,

T (x, y, 0) = 1, 0 < t < 1,

∂T (x, y, 0)
∂n

= 0, 0 ≤ t ≤ 1.

数值模拟时, 先假设 g(t) 已知, 取 g(t) =

{
2t, 0 ≤ t ≤ 0.5,

1, 0.5 ≤ t ≤ 1.
采用本文所提供的有限元算法,

对区域 D 进行三角剖分, 取时间步长 ∆t = 0.1, 我们得到 T (x, y, t) 在点 (0.25, 0.25) 及时刻
ti 处的函数值如下表所示:

表 4-1: T (0.25, 0.25, ti) 的数值模拟结果

ti = i∆t 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
T (0.25, 0.25, ti) 1.0110 1.0434 1.0925 1.1599 1.2466

ti = i∆t 0.6 0.7 0.8 0.9 1
T (0.25, 0.25, ti) 1.3446 1.4446 1.5446 1.6446 1.7446

现在假设 g(t) 未知, 把表 4-1 的结果作为一组附加条件, 采用本文的插值方法, 取 ti 为区

间 (0, 1) 的第 i 个结点, n = 10, 则所求源强 g(t) 可以近似表示为 g̃(t) =
10∑

i=0

aiwi(t), 其中

ai( i = 0, 1, · · · , 10) 为所求参数.
微分进化算法的参数设置: 群体大小: 50; 终止代数: 100; 交叉概率: 0.1; 交叉因子: 0.5.

将得出的最优估计值作为最佳摄动量法的初值. 由于初值的选取不再是任意的给出的, 最佳
摄动量法只需要很少的迭代也很接近真值, 故指定迭代次数为 50 代, 反演结果如表 4-2 所示,
真解与反演值的比较见图 1.

表 4-2: 参数反演结果

参数 初值 L=50 真值 绝对误差

a1 0.034976 0.022641 0 0.022641
a2 0.201923 0.183745 0.2 0.016254
a3 0.383481 0.410676 0.4 0.010676
a4 0.582799 0.596143 0.6 0.003856
a5 0.832545 0.802467 0.8 0.002467
a6 0.994512 1.000431 1 0.000431
a7 0.987602 1.000222 1 0.000222
a8 0.996356 0.992973 1 0.007026
a9 0.999817 1.000251 1 0.000251
a10 0.999956 0.999436 1 0.000563
a11 0.990676 0.999838 1 0.000161
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图 1: 真解与反演值的比较

由表 4-2 和图 1 可以看出, 本文的反演精度较高, 计算结果和原函数图像吻合度较好, 文
献 [6] 对此类问题也进行了研究, 并给出了数值计算结果. 本文结果明显优于文献 [6]. 且和单
纯的最佳摄动量法相比, 初值的选择更具合理性, 避免了盲目性.

5 结语

本文通过有限元理论和插值方法对二维逆热源问题的源强进行了识别, 模拟结果表明算
法的可行性和有效性, 也为求解此类反问题提供了一个可行的方法. 在利用最佳摄动量法求
解时, 采用了微分进化算法选取初值, 将两种方法结合, 发挥了各自优势, 同时有效克服了各
自的弊端, 反演效果令人满意.
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THE STRENGTH ESTIMATION OF THE HEAT SOURCE IN THE

2-D HEAT CONDUCTION PROBLEMS BY NUMERICAL

SOLUTION

MIN Tao, HUAI Yong-tao, FU Wei-min

(School of Science, Xi’an University of Technology, Xi’an 710054, China)

Abstract: A class of the two-dimensional heat conduction equation with the time-varying

strength of the heat source is studied, and a numerical solution of finite element process is given.

In the case of the known heat source location, according to the temperature observation of a

certain point, we convert the source strength identification problem into the parameter inversion

problems by using interpolation method first; then we identify the source strength on the numerical

inversion through the differential evolution method combining with the best perturbation method.

The result shows the feasibility and effectiveness of the proposed algorithm.

Keywords: heat source; finite element method; interpolation method; differential evolution

algorithm; the best perturbation method
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