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弱相依半参数回归模型的加权小波估计的渐近正态性
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摘要: 本文研究了半参数回归模型 yi = X
′
iβ + g(ti) + ei, i = 1, 2, · · · , n, 其中 {ei} 为 ψ -

弱相依随机误差序列. 利用小波估计的方法得到了参数、非参数的加权小波估计量. 在相当一般的条

件下, 获得了这些小波估计量的渐近正态性, 不仅推广了半参数回归模型的相应结果, 而且在一定程度

上统一了相依半参数回归模型的渐近正态性的理论.
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1 引言

考虑如下半参数回归模型

yi = X
′
iβ + g(ti) + ei, i = 1, 2, · · · , n, (1.1)

其中“′”表示向量或矩阵的转置, 随机设计点列 Xi = (xi1, xi2, · · · , xid)
′
, 非随机点列

ti ∈ [0, 1], β = (β1, β2, · · · , βd)
′ ∈ Rd 为 d 维未知参数, g(t) 是定义在 [0, 1] 上的未知函数,

{ei} 为零均值的 ψ - 弱相依 (定义见下文) 序列.
半参数回归模型自从 Engle 等人提出后 (见文献 [1]), 取得了丰硕的研究成果. 独立误差

下的半参数回归模型的统计推断理论比较完善和系统 (如文献 [2–3]). 对于各种相依误差下
的半参数回归模型 (1.1) 及其特殊情形人们也进行了研究, 并取得了丰富的成果, 如: 误差为
鞅差的情形参见文献 [4], NA 误差的情形参见文献 [5–6]; 文献 [7] 讨论了一般相依误差 (包
括混合误差) 下非参数回归模型最小二乘估计的相合性; 文献 [8] 考虑了一类 ψ - 弱相依误
差的半参数回归模型, 得到参数和非参数的广义最小二乘估计量 (基于核方法) 的渐近正态
性. 由于 ψ - 弱相依随机序列包含了 Gaussian 序列、各种混合序列、相伴序列、Bernoulli 漂
移、Markov 链等 (见文献 [9–10] 等) 在内的相依序列, 因此模型 (1.1) 在一定程度上是各种
误差情形下的半参数回归模型的较一般形式. 我们试图寻找半参数回归模型的小波估计的统
一推断理论, 本文只研究加权小波估计量的渐近正态性.

2 ψ - 弱相依序列和小波估计

为了下文的需要, 先引入一些记号和给出两类函数. 记向量 v = (v1, v2, · · · , vn)′ ∈ Rn

的范数为 ‖v‖p = (
n∑

i=1

|vi|p) 1
p , 1 ≤ p < ∞, ‖v‖∞ = max

1≤i≤n
|vi|, 以及矩阵 A = (aij)n×n 的范数

∗收稿日期: 2014-08-11 接收日期: 2014-11-05

基金项目: 国家自然科学基金资助 (11471105).

作者简介: 胡宏昌 (1971–), 男, 湖北英山, 教授, 主要研究方向: 回归模型的统计推断理论及其应用.



No. 2 胡宏昌: 弱相依半参数回归模型的加权小波估计的渐近正态性 341

为 ‖A‖p = max
‖v‖p>0

(‖Av‖p

‖v‖p
), 1 ≤ p < ∞, ‖A‖∞ = max

1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |. 记 L∞(Rn) 为空间 Rn 上实值

有界函数的集合, L∞ = ∪∞n=1L
∞(Rn), Rn 上的 l1 范数为 ‖(u1, u2, · · · , un)‖1 =

n∑
n=1

|ui|, 函数
h : Rn → C 的 Lipschitz 模为

Lip = sup
u 6=v

|h(u)− h(v)|
‖u− v‖1

.

又记 Fn = {h ∈ L∞(R) : Lip(h) < ∞, ‖h‖∞ = supu |h(u)| ≤ 1}, F = ∪∞n=1Fn 上的两类函数

为

ψ1(h, κ, n,m) = min(n,m)Lip(h)Lip(κ)

和

ψ2(h, κ, n,m) = 4(n + m)min{Lip(h),Lip(κ)},
其中 h, κ ∈ R.
定义 2.1 [9] 随机序列 {εi, i ∈ N} 称为 (θ,F, ψ) - 弱相依 (简称 ψ - 弱相依), 如果存

在当 r → ∞ 时递减到零的序列 θ = {θr, r ∈ N} 和函数 ψ, 使得对任何 (i1, i2, · · · , in) 和
(j1, j2, · · · , jm) 有

|Cov(h(εi1 , εi2 , · · · , εin
), κ(εj1 , εj2 , · · · , εjm

))| ≤ ψ(h, κ, n, m)θr,

其中 i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ in < in + r ≤ j1 ≤ j2 ≤ · · · ≤ jm.
设有一个给定的刻度函数 φ(x) ∈ Sl (阶为 l 的 Schwartz 空间), 相伴 L2(R) 的多尺度分

析为 {Vm}, 其再生核为

Em(t, s) = 2mE0(2mt, 2ms) = 2m
∑
k∈Z

φ(2mt− k)φ(2ms− k).

记 Ai 是 [0, 1] 上的分割且 ti ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ n. 采用通常的估计方法, 可以得到参数 β 和

非参数 g(t) 的加权小波估计量分别为

β̂n = (X̃ ′Ψ−1X̃)−1X̃ ′Ψ−1Ỹ (2.1)

和

ĝn(t) = ĝ0(t, β̂n) =
n∑

i=1

(yi − X̃β̂n)
∫

Ai

Em(t, s)ds, (2.2)

其中 Ψ = V ar(e) = (ψij)n×n 为 n 阶正定矩阵,

X̃ = (I −W )X, X = (xij)n×d,W = (wij)n×n, wij =
∫

Aj

Em(ti, s)ds,

Ỹ = (I −W )Y, Y = (y1, y2, · · · , yn)′, e = (e1, e2, · · · , en)′,

ĝ0(t, β) =
n∑

i=1

(yi − X̃β)
∫

Ai

Em(t, s)ds.
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3 主要结果

本节将给出参数 β 和非参数 g(t) 的加权小波估计量的渐近正态性, 为此先给出如下的一
些基本假设条件:

(I) 存在光滑函数 fj(t), t ∈ [0, 1], 使得

xij = fj(ti) + ηij , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ d, (3.1)

其中 {ηij} 独立同分布, 且 Eηij = 0, {ηij} 与 {ei} 相互独立.
(II) g(·), fj(·) ∈ Hα, α > 1

2
.

(III) g(·), fj(·) 满足 γ 阶 Lipschitz 条件, γ > 0, 1 ≤ j ≤ d.
(IV) φ(·) ∈ Sl(l ≥ α), φ满足 1阶 Lipschitz条件且具有紧支撑,当 ξ → 0时, |φ̂(ξ)−1| =

O(ξ), 其中 φ̂ 为 φ 的 Fourier 变换.
(V) max

1≤i≤n
(si − si−1) = O(n−1), 且 2m = O(n

1
3 ).

(VI) 对于矩阵 Ψ = (Q′Q)−1 假定: ‖Ψ‖2 = O(1), ‖Ψ−1‖∞ = O(1); lim
n→∞

(n−1η′Ψ−1η) =

V , 其中 η = (ηij)n×d, V 为 d 阶正定矩阵; ‖W ′Ψ−1ηj‖ = oP (n−
1
2 ).

注 1 对于随机设计情形下的半参数回归模型的小波估计, 假设条件 (I)–(V) 是相当弱的
条件, 如文献 [4, 6] 等均使用这些条件. 假设 (VI) 比文献 [8] 的假设 4 要弱, 且去掉了文献 [8]
的假设 2 中的 (b) 和 (c).
基于上面的基本假设, 可以得到如下的主要结果.
定理 3.1 如基本假设条件 (I)–(VI) 成立, 又设 {ei} 为 (θ,F, ψ1) 或 (θ,F, ψ2) - 弱相依

序列且 θr = O(r−ρ), ρ ≥ 2, sup
i

E|ei|2+δ < ∞(0 < δ < 1), 则对于 α > 3
2
, γ ≥ 1

3
, 有

n
1
2 (β̂n − β) −→D N(0, V −1), n →∞,

其中“D”表示依分布收敛.
定理 3.2 如满足定理 3.1 的所有条件, 则

ĝn(t)− ḡ(t)
(Var(ĝn(t))) 1

2
−→D N(0, 1),∀t ∈ [0, 1], n →∞,

其中 ḡ(t) =
n∑

i=1

∫

Ai

Em(t, s)dsg(ti), Var(ĝn(t)) →
n∑

i=1

n∑
j=1

ψij

∫

Aj

Em(t, s)ds

∫

Ai

Em(t, s)ds.

注 2 当误差 {ei} 为 Gaussian 序列、各种混合序列、相伴序列、Bernoulli 漂移、Markov
链等时, 上述结论显然成立. 由此可知, 本文的结论不仅推广了独立误差情形的半参数回归模
型的相应结论, 而且在一定程度上统一了相依半参数回归模型的渐近正态性的理论.

4 主要结果的证明

为了证明本文的主要结果, 我们先给出若干必要的引理, 其中引理 4.1 和 4.2 是小波估计
常用的两个结论 (见文献 [11] 等), 引理 4.3 参见文献 [6], 引理 4.4 是仿照文献 [8] 的方法而得
到. 下文中的 C 表示常数, 且在不同的地方可以取不同的值.
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引理 4.1 [11] 若条件 (I)–(IV) 成立, 则

sup
t
|fj(t)−

n∑
i=1

(
∫

Ai

Em(t, s)ds)fj(ti)| = O(n−γ) + O(τm)

和

sup
t
|g(t)−

n∑
i=1

(
∫

Ai

Em(t, s)ds)g(ti)| = O(n−γ) + O(τm),

其中

τm =





2−m(α− 1
2 ),

1
2

< α <
3
2
,

√
m

2m
, α =

3
2
,

2−m, α >
3
2
.

引理 4.2 [11] 若条件 (IV) 成立, 则

sup
0≤s≤1

|Em(t, s)| = O(2m); sup
t

∫ 1

0

|Em(t, s)|ds ≤ C;
∫ 1

0

Em(t, s)ds → 1, n →∞.

引理 4.3 [6] 若条件 (III)、(IV) 成立, 且 Eη2
1j < ∞, 则

sup
t
|

n∑
i=1

ηij

∫

Ai

Em(t, s)ds| = O(n−
1
3 log n) a.s. n →∞.

引理 4.4 如基本假设条件 (I)–(VI) 成立, 则依概率有

lim
n→∞

n−1(X̃ ′Ψ−1X̃) = V, n →∞.

证 令 η̃i = ηi−
n∑

i=1

ηj

∫

Aj

Em(ti, s)ds, Fj = (fj(t1), fj(t2), · · · , fj(tn))′, F̃j = (I−W )Fj ,

f̃j(ti) = fj(ti)−
n∑

l=1

∫

Al

Em(ti, s)dsfj(tl), 则 n−1(X̃ ′Ψ−1X̃) 的第 (i, j) 元素为

n−1(X̃ ′Ψ−1X̃)ij = n−1(X̃ ′
iΨ

−1X̃j)

= n−1(F̃ ′
iQ

′QF̃j) + n−1(η̃′iQ
′Qη̃j) + 2n−1(F̃ ′

iQ
′Qη̃j)

= I1 + I2 + 2I3. (4.1)

由假设 (VI) 及引理 4.1, 得

I1 = n−1(F̃ ′
iQ

′QF̃j) = n−1‖QF̃j‖2
2 ≤ n−1‖Q‖2

2‖F̃j‖2
2

≤ ‖Ψ−1‖∞(O(n−2γ) + O(τ2
m)) → 0. (4.2)

由引理 4.3 容易得到 ‖Wηj‖2 = OP (n
1
6 log n), 于是由此及假设 (VI), 得

|n−1η′iW
′Ψ−1Wηj | = n−1‖QWηj‖2

2 ≤ ‖Ψ−1‖∞n−1‖Wηj‖2
2 −→P 0 (4.3)
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和

|n−1η′iΨ
−1Wηj | ≤ ‖Ψ−1‖∞‖Wηj‖2‖n−1η′i‖2 ≤ Cn−

2
3 log2 n‖η′i‖2 −→P 0. (4.4)

因而由 (4.3) 和 (4.4) 式可以得到

I2 = n−1η̃′iΨ
−1η̃j = n−1η′i(I −W )′Ψ−1(I −W )ηj

= n−1η′iΨ
−1ηj + n−1η′iW

′Ψ−1Wηj − 2n−1η′iΨ
−1Wηj −→P Vij . (4.5)

由假设 (VI), 引理 4.1, 得

I3 ≤ ‖F̃ ′
i‖2‖Ψ−1‖2 · n−1‖(I −W )ηj‖2 −→P 0. (4.6)

由 (4.1), (4.2), (4.5) 和 (4.6) 式即可证明该引理.
定理 4.1 的证明 由 (2.1) 式得

n
1
2 (β̂n − β) = n

1
2 (X̃ ′Ψ−1X̃)−1X̃ ′Ψ−1(X̃β + ẽ)− n

1
2 β

= n
1
2 (X̃ ′Ψ−1X̃)−1X̃ ′Ψ−1(I −W )e. (4.7)

令 B = (B1, B2, · · · , Bd)′ = (X̃ ′Ψ−1X̃)−1, C ′
n = (c1n, c2n, · · · , cnn) = BiX̃

′Ψ−1(I −W ), 则

n
1
2 (β̂n − β) 的第 i 个分量为

√
nSn = C ′

ne =
n∑

i=1

cniei. 注意到

σ2
n = Var(C ′

ne) = C ′
nVar(e)Cn

= BiX̃
′Ψ−1(I −W )σ2Ψ(I −W )′Ψ−1X̃B′

i

= σ2BiX̃
′Ψ−1X̃B′

i + σ2BiX̃
′Ψ−1WΨW ′Ψ−1X̃B′

i − 2σ2BiX̃
′W ′Ψ−1X̃B′

i. (4.8)

考虑 X̃ ′Ψ−1WΨW ′Ψ−1X̃ 的第 (i, j) 元素, 由引理 4.1 和假设 (VI), 得

|X̃ ′
iΨ

−1WΨW ′Ψ−1X̃j | ≤ ‖X̃ ′
iΨ

−1W‖2‖Ψ‖2‖W ′Ψ−1X̃j‖2 = ‖Ψ‖2‖W ′Ψ−1X̃j‖2
2

≤ C‖Ψ‖2(‖W ′Ψ−1F̃j‖2
2 + ‖W ′Ψ−1η̃j‖2

2)

≤ C‖Ψ‖2(‖W ′Ψ−1F̃j‖2
2 + ‖W ′Ψ−1ηj‖2

2 + ‖W ′Ψ−1Wηj‖2
2)

= oP (n). (4.9)

考虑 X̃ ′W ′Ψ−1X̃ 的第 (k, j) 元素的平方

|X̃ ′
iW

′Ψ−1X̃j |2 ≤ ‖QWX̃i‖2
2‖QX̃j‖2

2 ≤ X̃ ′
jΨ

−1X̃j‖Ψ‖2‖W (F̃j + η̃j)‖2
2

≤ n−1X̃ ′
jΨ

−1X̃j‖Ψ‖2(n1−2γ + nτ 2
m + n(n−

1
3 log n)2)

≤ C(n
1
6 log n)2. (4.10)

于是由 (4.8)–(4.10) 式可得
n−1σ2

n −→P B′
iV Bi = ∆2. (4.11)

利用文献 [8] 的方法容易证明

Sn = n−
1
2

n∑
i=1

cniei −→D N(0,∆2). (4.12)



No. 2 胡宏昌: 弱相依半参数回归模型的加权小波估计的渐近正态性 345

由 (4.7), (4.11) 和 (4.12) 式即可得到定理 1.
定理 4.2 的证明 注意到

ĝn(t)−
n∑

i=1

g(ti)
∫

Ai

Em(t, s)ds = (β − β̂n)′
n∑

i=1

X̃i

∫

Ai

Em(t, s)ds +
n∑

i=1

ei

∫

Ai

Em(t, s)ds

= I1 + I2. (4.13)

由定理 4.1 和引理 4.3 可得

n∑
i=1

η′i(β − β̂n)
∫

Ai

Em(t, s)dsn−1 = OP (n−
1
2 · n− 1

3 log n) = OP (n−
5
6 log n). (4.14)

从而有

Var(ĝn(t)) = Var

(
n∑

i=1

X̃ ′
i(β − β̂n)

∫

Ai

Em(t, s)ds +
n∑

i=1

ei

∫

Ai

Em(t, s)ds

)

= Var

(
n∑

i=1

η̃′i(β − β̂n)
∫

Ai

Em(t, s)ds +
n∑

i=1

ei

∫

Ai

Em(t, s)ds

)

→ Var

(
n∑

i=1

ei

∫

Ai

Em(t, s)ds

)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

ψij

∫

Aj

Em(t, s)ds

∫

Ai

Em(t, s)ds. (4.15)

由定理 4.1 和引理 4.1–4.2 容易得到
I1 = oP (1). (4.16)

从而由 (4.13)–(4.16) 式知, 要证明定理 4.2 成立, 只需证明下式成立即可

(
Var(

n∑
i=1

ei

∫

Ai

Em(t, s)ds)

)− 1
2 n∑

i=1

ei

∫

Ai

Em(t, s)ds −→D N(0, 1). (4.17)

类似于 (4.12) 式的证明方法, 很容易得到 (4.17) 式, 在此略.
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ASYMPTOTIC NORMALITY OF WEIGHTED WAVELET

ESTIMATORS IN A SEMIPARAMETRIC REGRESSION MODEL

WITH WEAKLY DEPENDENT ERRORS

HU Hong-chang

(School of Mathematics and Statistics, Hubei Normal University, Huangshi 435002, China)

Abstract: Consider the following semiparametric regression model yi = X
′
iβ +g(ti)+ ei, i =

1, 2, · · · , n, where random errors {ei} are ψ- weakly dependent. Using the wavelet method, we

obtain some estimators of the parametric component and the nonparametric component. Under

general conditions, we investigate the asymptotic normality of these wavelet estimators. We not

only generalize the corresponding conclusions of semiparametric regression models, but also unify

asymptotic normal theorey of semiparametric regression models with dependent errors to some

certain degree.

Keywords: semiparametric regression model; ψ-weakly dependent; wavelet estimation;

asymptotic normality
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