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摘要: 本文研究了离散微分方程的李对称问题. 利用差分方程的延拓方法和交换流方法, 我们

求得了若干重要的差分方程、微分差分方程的李对称, 推广了对称性分析法在连续微分方程讨论时的

结果.
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1 引言

偏微分方程主要来源于物理学、力学等自然科学及工程技术. 如由牛顿引力理论推导
出的描述引力势的拉普拉斯 (Laplace) 方程和泊松 (Poisson) 方程、描述波传播的波动方程
(wave equation)、描述热传播和扩散的热传导方程 (heat equation) 等. 这些方程在偏微分方
程理论的研究中发挥了重要的作用, 时至今日, 它们仍然是偏微分方程的基础和必学内容之
一. 自 19 世纪开始, 随着科学技术的发展, 相继出现了大量新的的偏微分方程, 其中最基本的
有描述电磁场变化的麦克斯韦方程 (组)、描述微观粒子的薛定谔方程, 以及爱因斯坦方程、
杨 - 米尔斯方程、反应扩散方程等. 而随着现代科技的进步, 还将会不断涌现出新的越来越多
的偏微分方程, 尤其是非线性偏微分方程或方程组. 其中, 非线性波方程是描述自然现象的一
类重要数学模型, 也是非线性数学物理特别是孤立子理论最前沿的研究课题之一. 通过对非
线性波方程的求解和解性质的定性分析, 有助于人们弄清楚系统在非线性作用下的运动变化
规律, 合力解释相关的自然现象, 更加深刻地描述系统的本质特征, 极大地推动相关学科如物
理学、力学、应用数学以及工程技术的发展.

19 世纪末, 在 Galois 和 Abel 工作的启发下, Sophus Lie 引进了李群理论, 其无穷小分
析理论已经被广泛地应用到各种数学物理和力学学科之中, 它的主要用途在于使较难处理的
微分方程 (尤其是偏微分方程) 得到了统一的求解方法 [1−6].
对称性理论在非线性科学及偏微分方程的研究中起着非常重要的作用, 而李对称群方法

是研究微分方程对称性的有力工具. 所谓微分方程系统的对称群就是将方程的解仍变成该方
程的解的变换群. 对于给定的微分方程, 一旦得到其所对应的对称群, 往往就有相应的守恒
律、可积性和 Hamilton 结构. 同样利用对称可以构造偏微分方程的相似解, 即从已知解出发
经过对称群的作用而得到的新解. 从对称出发还可以直接将偏微分方程约化为常微分方程,
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从而为求偏微分方程的精确解创造条件. 而一个最直接的应用就是利用对称求得方程的群不
变解.
要想利用李对称群理论来研究微分方程, 其基本思想就是先求出方程的对称, 即先求出

使所要研究的微分方程保持形式不变的变换群, 然后利用对称使方程降维降阶, 进而求得精
确解. 至于如何求方程的对称, 其主要思想是先设定方程对称的向量场形式, 这里含有几个待
定函数, 然后根据对称的定义, 即使原方程形式保持不变的变换群, 可以得到关于待定函数的
决定方程组, 求解该方程组即可得到原方程对称的具体形式.
本文的结构如下: 在第 2 节中, 我们简单介绍了微分方程李对称的延拓方法. 第 3 节中,

我们介绍了微分方程李对称的延拓方法在差分方程对称研究中的推广. 在第 4 节中, 在差分
方程延拓的基础上, 借助于连续思想将延拓方法推广到微分差分方程上, 并介绍了求决定方
程的一种简便方法即交换流方法. 之后在第 5 和第 6 节中, 我们分别利用这一理论求得了半
离散MKdV 方程和 FPU 方程的李点对称.

2 微分方程的李点对称

考虑微分方程系统

Fα(x, u, u1, u2, · · · , us) = 0, α = 1, 2, · · · ,m, (2.1)

这里 x ∈ Rn, u ∈ Rm, us是 s阶偏导数的集合.
我们把方程 (2.1) 看作是对应延拓空间中的方程. 由于寻找对称群等价于寻找无穷小生

成元. 我们写出包含至 us的各阶导数至 us的生成元, 它们具有下列形式

prX = ξi ∂

∂xi
+ φk ∂

∂uk
+ ηk

i

∂

∂uk
i

+ · · ·+ ηk
s

∂

∂uk
s

, (2.2)

则微分方程组 (2.1) 的不变量的准则为

prXFα(x, u, u1, u2, · · · , us)|(2.1) = 0, α = 1, 2, · · · ,m. (2.3)

方程组 (2.3) 的解形成了一个 r维向量空间 Lr.方程组 (2.3) 称为对称元的决定方程.
因此, 给定微分方程的对称可由无穷小算子的向量空间所描述. 另外通过这些无穷小算

子的加法和数乘, 我们可以得到这个空间里更多的算子.
定义 2.1 算子 X1 = ξi

1
∂

∂xi
和 X2 = ξi

2
∂

∂xi
的交换子定义为

[X1, X2] = X1 ◦X2 −X2 ◦X1 = (X1ξ
i
2 −X2ξ

i
1)

∂

∂xi

.

易证交换子具有如下性质:
(1) 双线性: [aX1 + bX2, X3] = a[X1, X3] + b[X2, X3], a, b为常数,
(2) 反对称性: [X1, X2] = −[X2, X1],
(3) Jacobi 恒等式: [[X1, X2], X3] + [[X2, X3], X1] + [[X3, X1], X2] = 0.

微分方程李对称的生成元按上述乘法所生成的线性空间称为算子的李代数.

3 差分方程的李点对称
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为了求解离散方程, 除了需要知道函数关系外, 还应该清楚格点是如何定义的. 本文中我
们仅考虑具有两个独立格点变量的差分方程. 由于阶数为 Ni 的离散变量 x

(i)
m,n, i = 1, 2所确

定的离散方程是变量 x
(i)
m,n 所在的格点上 Ni + 1个点间的函数关系. 这意味着我们需要一个

关于函数关系的方程以及关于两个独立变量的四个方程. 事实上, 如果格点是正交的或者是
常值空间, 那么这些方程中的一些将会是平凡的, 但仍然有必要求解出差分方程组的对称及
其解 [7].
因此有如下五个方程:

∆(x(k)
m+i,n+j , um+i,n+j) = 0, k = 1, 2; (3.1)

Ea(x
(k)
m+i,n+j , um+i,n+j) = 0, 1 ≤ a ≤ 4; (3.2)

um,n = u(x(1)
m,n, x(2)

m,n),

−i1 ≤ i ≤ i2; −j1 ≤ j ≤ j2; i1, i2, j1, j2 ∈ Z+.

这里 ∆表示差分方程, Ea 是决定 2 个独立格点变量的四个方程, 指标m,n是格点上的参考

点. 方程组 (3.1), (3.2) 必须满足一些明显的条件才有可能计算所有格点平面上的变量.
我们假定系统的对称群所对应的无穷小生成元的系数为 ξ(i)(x(k)

m,n, um,n), φ(x(k)
m,n, um,n),

因此系统的李点对称可由下列形式的向量场生成

XD
m,n = ξ(i)(x(k)

m,n, um,n)∂
x
(i)
m,n

+ φ(x(k)
m,n, um,n)∂um,n

(3.3)

(上标 D 代表离散), 其延拓为

prXD
m,n =

j2∑
j=−j1

i2∑
i=−i1

XD
m+i,n+j , (3.4)

且满足下列无穷小准则

prXD
m,n∆ |∆=0= 0, (3.5)

prXD
m,nEa |Ea=0= 0. (3.6)

方程 (3.5), (3.6) 是关于 ξ(i) 和 φ的一系列方程. 这里 ξ(i) 和 φ将出现在网格的不同点处, 当
方程 ∆ = 0和 Ea = 0考虑在内时, 所有点都是相互独立的. 因此我们得到五个关于 ξ(i) 和 φ

的函数方程. 出现在这五个方程中的变量都是相互独立的, 它们要么明确的出现在方程中, 要
么隐含于未知无穷小的系数中. 由于无穷小生成元的系数都是解析函数, 因此我们可以通过
对独立变量求微分而将决定方程转化成一系列微分方程. 由此我们可以得到超定方程, 即一
系列非线性偏微分方程. 求解这些方程并将它们的解代入函数方程中, 便可以求得无穷小系
数 ξ(i)和 φ .
由此可见求差分方程李对称和连续方程李对称的求法本质的不同在于延拓公式的求法

[8,9].

4 微分差分方程的李点对称
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在本节中我们考虑微分差分方程 [10] 的李对称. 将全差分方程转变成微分差分方程所需
要做的就是对一个格点变量施行连续极限. 令 x

(2)
m,n = tm,n,当沿着这个方向时点与点之间的

距离为 0 且格点指标趋于无穷. 此时关于变量 tm,n的格点方程为

tm+1,n − tm,n = τ, tm,n+1 − tm,n = 0,

即

t ≡ tm,n = τm + t0. (4.1)

这里 τ 表示步长. 一般情况下, 取 t0 = 0.另一个不变的网格变量 x
(1)
m,n = xm,n,在时间变量上

不发生改变, 即
xm+1,n − xm,n = 0 (4.2)

沿着 n的方向依赖于 um,n并可由方程 (3.2) 中的一个来表达, 记为 E1 = 0.

在连续极限中, 考虑当 τ → 0, m →∞时变量 t连续, 变量 xm,n, um,n不再依赖于m.方

程 (3.1) 将约化为关于 un = u(xn, t)的微分差分方程. 方程 (3.2) 约化为一个关于格点变量
xn 的方程 E1 = 0.方程 (4.1), (4.2) 仍然成立. 假定关于格点变量 xn 的方程 E1 = 0可由具
体的函数如 xn = f(n)表达, 那么 xn 上的依赖性可由整数 n上的依赖性来代替. 此时方程
(3.1) 就约化为微分差分方程 (D∆E)

∆n(t, uj , u̇j , üj , · · · , u
(K)
j ) = 0, n− L ≤ j ≤ n + M. (4.3)

这里点表示关于 t的导数, K, L和M 是一些非负整数. 方程既决定了网格又决定了函数关
系. 方程 (4.3) 定义在“半离散射流空间”上且其局部坐标表示为

{t, uj , u̇j , üj , · · · , u
(K)
j }, (4.4)

这里 j 跑遍一维网格中的所有值.
方程 (4.3) 的李点对称由下列形式的向量场生成

XSD = τn(t, un)∂t + φn(t, un)∂un
. (4.5)

(上标 SD表示半离散) 且其延拓同样定义在半离散射流空间 (4.4) 上.
现利用差分方程组向量场的延拓公式 (3.3) 来得到微分差分方程向量场 (4.5) 的延拓公

式.
考虑最简单的非平凡的情况, 即差分系统 (4.3) 仅涉及 3 个点 (m,n), (m + 1, n) 和

(m,n + 1),也就是涉及的变量 xjk, tjk 和 ujk 在下列 3 点所在的方程中:

∆n(xmn, xm+1,n, xm,n+1, tmn, tm+1,n, tm,n+1, umn, um+1,n, um,n+1) = 0. (4.6)

选取网格中的点 (m,n)作为参考点, 用下面的式子来表示变量 t和 x :

tm+a,n+b ≡ t + εab, xm+a,n+b ≡ f(n + b) + θ(εab),

这里 f(n + b)是给定的函数, 且 θ(εab)是解析函数. 我们用函数 vn(t)来代替 um+j,n+k,

υn+b(t + εab) ≡ um+a,n+b(xm+a,n+b, tm+a,n+b),
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并且假定关于 t 的依赖性是解析的. 对于参考点 xmn, tmn 取 ε00 = 0, θ(ε00) = 0, 因此当

εab → 0变量 tmn 趋于连续函数 t,而当 εab → 0时变量 x仍离散, 且其上的依赖性由标记
n + b上的依赖性代替.
因此, 对于这 3 个点 (m,n), (m + 1, n)和 (m,n + 1)我们有

tmn ≡ t, tm+1,n ≡ t + ε10, tm,n+1 ≡ t + ε01,

xmn ≡ f(n), xm+1,n ≡ f(n) + θ(ε10), xm,n+1 ≡ f(n + 1) + θ(ε01),

umn ≡ υn(t), um+1,n ≡ υn(t + ε10) ≡ υn(t) + ε10υn,t(t),

um,n+1 ≡ υn+1(t + ε01) ≡ υn+1(t) +
∞∑

j=1

εj
01

j!
υ

(j)
n+1(t).

这里 υ
(j)
n+1(t) = djυn+1(t)

dtj 且 υn,t(t) = um+1,n−um,n

ε10
是 υn(t)的“离散导数”.

由于 υn(t)是解析的, 故上式中的泰勒系数是收敛的. 通过上述方程, 我们可以用
{∂t, ∂ε10 , ∂ε01 , ∂υn

, ∂υn,t
, ∂υn+1} 来表达导数 {∂tmn

, ∂tm+1,n
, ∂tm,n+1 , ∂umn

, ∂um+1,n
, ∂um,n+1}. 因

此变换向量场的延拓 (3.3) 式, 我们可得

prXD = τmn∂t + φmn∂υn
+ (τm+1,n − τmn)∂ε10 + (τm,n+1 − τmn)∂ε01

+[(φm+1,n − φmn) + (τmn − τm+1,n)υn,t]
1

ε10

∂υn,t

+[φm,n+1 + (τmn − τm,n+1)
∞∑

j=1

(tm,n+1 − tmn)j−1

(j − 1)!
υ

(j)
n+1]∂υn+1 .

另外, 让
τmn ≡ τn(t, υn), φmn ≡ φn(t, υn),

且

lim
ε10→0

φm+1,n − φm,n

ε10

= Dtφn, lim
ε10→0

τm+1,n − τm,n

ε10

= Dtτn,

lim
ε01→0

φm,n+1 − φm,n

ε01

= Dtφn+1, lim
ε01→0

τm,n+1 − τm,n

ε01

= Dtτn+1.

方程 (4.6) 取极限以后变成

∆n = ∆n(t, υn, υn+1, υn,t). (4.7)

在半连续极限中取 ε10 → 0, ε01 → 0我们得到

lim
(ε10,ε01)→(0,0)

prXD = prXSD = τn∂t + φn∂υn
+ φ[t]

n ∂υn,t
+ φ[n+1]

n ∂υn+1 , (4.8)

φ[t]
n = Dtφn − (Dtτn)υ̇n, (4.9)

φ[n+1]
n = φn+1 + (τn − τn+1)υ

(1)
n+1. (4.10)

系数 φ
[t]
n 的表达式 (4.9) 是常微分方程一阶延拓的推广, 即向量场 XSD 在导数上的延拓和微

分方程的一样. 而 (4.10) 式中第二项在微分方程延拓中没有出现过, 且在网格上其它点 xn处

的延拓并不能仅通过移动 φn中的 n来得到.
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接下来我们讨论向量场的调优形式, 并引出另外一种在固定网格上计算微分差分方程对
称的等价的方法, 即在两个变量上构造交换流. 我们再次考虑方程 (4.7), 这一次求出一阶导
数, 并把 υ̇n改写成 un,t表示一般的的时间导数

u̇n ≡ un,t = zn(t, un, un+1). (4.11)

我们先给出调优向量场

XE = Qn(t, un, u̇n, · · · )∂un
(4.12)

和它的延拓

prXE = Qn∂un + Qn+1∂un+1 + (DtQn)∂u̇n + · · · , (4.13)

其中 Qn称为向量场 X 的特征, 且满足

Qn(t, un, u̇n, · · · ) = φn(t, un)− τn(t, un)u̇n. (4.14)

这时把延拓场作用到方程 (4.11) 上, 并要求

prXE [u̇n −zn(t, un, un+1)]|(u̇n=zn,ü=Dtzn) = 0.

得到

DtQn = zn,un
Qn +zn,un+1Qn+1,

即

Qn,t + Qn,un
zn + Qn,u̇n

(zn,t +zn,un
zn +zn,un+1zn+1) = zn,un

Qn +zn,un+1Qn+1. (4.15)

根据向量场与调优向量场延拓之间的关系, 即

prX = prXE + τn(t, un)Dt. (4.16)

这里全导数 Dt 本身就是微分差分方程的一个广义对称. 将式 (4.13) 和 (4.14) 代入 (4.16) 式
我们可得到方程 (4.8), (4.10).
接下来引入另外一个变量即群参数 λ,并用如下变量来考察 un(t, λ)上的流

un,λ = Qn(t, un, u̇n). (4.17)

现在我们要求流 (4.11) 和 (4.17) 是相容的, 也就是说是可交换的. 我们有下面的关系

un,tλ = un,λt. (4.18)

用方程 (4.16) 来代替 un,λ,用方程 (4.11) 和它的微分形式分别来代替 u̇n 和 ün.计算 (4.18)
式可得到方程 (4.15).
微分差分方程 (4.3) 的李点对称由向量场 (4.5) 生成. 我们讨论系数 τn(t, un)仅依赖于 t

的两种重要情况. 给出微分差分方程的两种类型:

u̇ = fn(t, un−1, un, un+1), (4.19)

ün = fn(t, u̇, un−1, un, un+1). (4.20)
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方程 (4.19) 和 (4.20) 的李点对称对应的交换流的形式为方程 (4.12) 且其中的 Qn 由 (4.14)
式给出.
如果方程 (4.19, 4.20) 对所有的整数 n至少满足下列条件中的一个

∂fn

∂un+1

6= 0,
∂fn

∂un−1

6= 0. (4.21)

那么我们就有如下两个定理.
定理 4.1 如果方程 (4.19) 满足条件 (4.21) 中至少一个, 且 (4.12) 式表示方程 (4.19) 的

一个李点对称, 那么我们就有
τn(t, un) = τ(t). (4.22)

定理 4.2 如果方程 (4.20) 满足条件 (4.21) 中至少一个, 且 (4.12) 式表示方程 (4.20) 的
一个李点对称, 那么我们就有方程 (4.14) 中的 τn(t, un)满足方程 (4.22), 即 τn(t, un)仅仅依
赖于 t.

5 MKdV方程的李点对称

在本节中, 我们将研究一类在理论和应用中都非常重要的非线性偏微分方程, 就是著名
的非线性波方程的一个修正的情况, 即半离散的MKdV方程. 众所周知, KdV方程是非常著
名的浅水波方程, 它起源于对浅水的曲面上波的传播的研究, KdV方程可以描述各种浅水波
的运动, 在流体力学中有着广泛的应用. 而对于修正的 KdV方程, 近期的研究发现它可用于
描述宇宙环境中超新星周围以及土星环的尘埃离子的波动规律, 对于天体力学和大气物理的
研究有着重要的意义. 对于该微分差分方程, 我们将利用李群的方法研究其对称性.
半离散的MKdV方程可写作

un,t = (un+1 − un−1)(1 + u2
n), (5.1)

其中 un,t 是依赖变量 (n, t) 的函数, n表示格点上的位置, t是连续的时间变量.
令

un,t = fn(un, un+1, un−1). (5.2)

方程的李点对称可由下列形式的向量场生成

X = τn(t, un)∂t + φn(t, un)∂un
.

由于 ∂fn

∂un+1
= 1 + u2

n 6= 0,且 ∂fn

∂un−1
= −1− u2

n 6= 0.故根据定理 4.1, 有 τn(t, un) = τ(t), 引入
另外一个群参数 λ,用如下变量考察 un(t, λ)上的流

un,λ = φn(t, un)− τ(t)un,t. (5.3)

根据两个流可交换, 即
un,tλ = un,λt. (5.4)

用方程 (5.2) 来代替 un,t,用方程 (5.3) 来代替 un,λ,此时 (5.4) 式转化为

1∑
l=−1

fn,un+l
(φn+l − τun+l,t) = φn,t + (φn,un

− τt)un,t − τ

1∑
l=−1

fn,un+l
un+l,t.
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整理此式得到
1∑

l=−1

fn,un+l
φn+l = φn,t + (φn,un

− τt)un,t.

将 fn,un+l
, un,t代入上式, 整理得

−φn−1 − u2
nφn−1 + 2unun+1φn − 2un−1unφn + φn+1 + u2

nφn+1

= φn,t + (u2
nun+1 − un−1u

2
n + un+1 − un−1)(φn,un

− τt). (5.5)

通过观察此式可得 φn不依赖于 t, τ 是 t的一次函数. 此时假定

τ = τ0 + τ1t, φn = an + bnun + cnu2
n,

代入 (5.5) 式可得
τ = a− 2bt, φn = b + (−1)nb̂,

其中 a, b, b̂是任意常数. 因此MKdV方程的李点对称的向量场为

X = (a− 2bt)∂t + (b + (−1)nb̂)∂un
,

故MKdV方程的李代数 g由下列三个向量场生成

X1 = ∂t, X2 = −2t∂t + ∂un
, X3 = (−1)n∂un

.

6 FPU方程的李点对称

FPU方程可写作

ω−2un,tt = un+1 − 2un + un−1 + a(un+1−un
)2 − a(un − un−1)2, (6.1)

整理可得

un,tt = ω2un+1 − 2ω2un + ω2un−1 + aω2(un+1−un
)2 − aω2(un − un−1)2. (6.2)

记方程为

un,tt = fn(un−1, un, un+1). (6.3)

方程的李点对称可由下列形式的向量场生成

X = τn(t, un)∂t + φn(t, un)∂un
. (6.4)

由于 ∂fn

∂un+1
= ω2 + 2aω2(un+1− un) 6= 0,且 ∂fn

∂un−1
= ω2 + 2aω2(un− un−1) 6= 0.根据定理 4.2

有 τn(t, un) = τ(t). 引入另外一个群参数 λ,用如下变量考察 un(t, λ)上的流

un,λ = φn(t, un)− τ(t)un,t, (6.5)
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根据两个流可交换, 即
un,ttλ = un,λtt. (6.6)

用方程 (6.3) 来代替 un,tt,用方程 (6.5) 来代替 un,λ,此时 (6.6) 式转化为

1∑
l=−1

fn,un+l
(φn+l − τun+l,t) = φn,tt + (2φn,tun

− τtt)un,t + φn,unun
u2

n,t

+(φn,un
− 2τt)fn − τ

1∑
l=−1

fn,un+l
un+l,t, (6.7)

整理此式得到

1∑
l=−1

fn,un+l
φn+l = φn,tt + (2φn,tun

− τtt)un,t + φn,unun
u2

n,t + (φn,un
− 2τt)fn. (6.8)

比较 (un,t)k(k = 0, 1, 2)的系数得到一系列的决定方程, 求解这些方程我们得到

τ = c1 − ac4t, φn = c2 + c3t + c4n,

其中 c1, c2, c3, c4是任意常数. 因此 FPU方程的李点对称的向量场为

X = (c1 − ac4t)∂t + (c2 + c3t + c4n)∂un
.

因此 FPU方程的李代数 g由下列四个向量场生成

X1 = ∂t, X2 = ∂un
, X3 = t∂un

, X4 = −at∂t + n∂un
.

这些向量场之间的交换关系如下

[X1, X3] = X2, [X1, X4] = −aX1, [X3, X4] = −aX3.

由李代数 g的基生成的单参数对称群 Gi如下

G1 : (t, un) = (t + λ, un),

G2 : (t, un) = (t, un + λ),

G3 : (t, un) = (t, un + tλ),

G4 : (t, un) = (e−aλt, un + nλ).

由于每一个群 Gi 都是 FPU 方程的李点对称群, 那么当 un = f(t)是 FPU 方程的解时, 下列
函数也是 FPU 方程的解

u(1)
n = f(t− λ),

u(2)
n = f(t) + tλ,

u(3)
n = f(t) + λ,

u(4)
n = f(eaλt) + nλ.

由上述四个向量场的线性组合 c1X1 + c2X2 + c3X3 + c4X4,我们可以得到更一般的对称群.
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THE LIE SYMMETRY OF MKDV AND FPU EQUATIONS
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Abstract: In this paper, we discuss the Lie symmetry of discrete differential equations. By

means of the prolonging method and the commuting flows method, we obtain the Lie symmetry of

some important different equations and differential-difference equations, which extends the results

in the case of continuous differential equations.
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