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摘要: 本文研究了 NA 随机变量的 Egorov 型强大数律. 利用 NA 随机变量的概率不等式, 得

到了 NA 随机变量序列的 Egorov 型强大数律的一些等价条件, 所获结果推广和改进了在独立随机变

量序列的 Egorov 的结果和在 NA 随机变量序列已有的一些结果.
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1 引言和引理

NA (negatively associated) 随机变量是二十世纪八十年代初由 Alam 和 Saxena [1],
Joag-Dev 和 Proschan [2] 提出的一类重要的相依随机变量.
定义 1 称随机变量 {Xi, 1 ≤ i ≤ n} 为 NA(negatively associated) 的, 如果对于

{1, 2, · · · , n} 的任意两个不相交的非空子集 A 和 B, 都有

Cov(f1(Xi, i ∈ A), f2(Xj , j ∈ B)) ≤ 0,

其中 f1 和 f2 是任何两个使上述协方差存在的且对每个变元均非降（或均非升）的函数; 称
{Xn, n ≥ 1} 是 NA 序列, 若对任何自然数 n ≥ 2, {Xi, 1 ≤ i ≤ n} 都是 NA 的.
由于 NA 随机变量在可靠性理论, 渗透理论及多元统计分析中有广泛的应用, 对其极限

理论的研究有十分重要的意义, 许多学者进行了深入研究, 获得了许多较深刻的结果, 如文
[3–11] 等.
以下记 Ψc 为具有如下性质的函数 ψ(x) 的集合: 对每个 ψ(x) 都存在 x0 = x0(ψ) ≥ 0, 在

x > x0 上 ψ(x) 为递增的正值函数且
∑

n>x0

1
nψ(n)

收敛.

对独立随机变量序列, Petrov (见文献 [12] 定理 6.17) 得到如下结论.

定理A 设 {Xn, n ≥ 1}是均值为零的独立随机变量序列,且EX2
n < ∞, Bn =

n∑
k=1

EX2
k ↑

∞. 记 Sn =
n∑

k=1

Xk, 则 ∀ψ(x) ∈ Ψc 都有

lim
n→∞

Sn

(Bnψ(Bn))1/2
= 0 a.s..

进一步, Egorov 在文 [13] 证明了
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定理B 设 {Xn, n ≥ 1}是均值为零的独立随机变量序列,且EX2
n < ∞, Bn =

n∑
k=1

EX2
k ↑

∞, {an, n ≥ 1} 为单调递增正数列且 an ↑ ∞, 如果存在 n0 ∈ N(自然数集), α > 0, D > 0, 满

足

B1/2
n (log Bn)αa−1

n ≤ D, n > n0.

则

lim
n→∞

Sn

an

= 0 a.s. (1.1)

的充要条件是
∞∑

n=1

P (|Xn| > εan) < ∞, ∀ε > 0. (1.2)

特别取 an = B
1/2
n (log Bn)α, 则 lim

n→∞
Sn

B
1/2
n (log Bn)α

= 0 a.s. 成立的充要条件是

∞∑
n=1

P (|Xn| > εB1/2
n (log Bn)α) < ∞, ∀ ε > 0.

王岳宝等在文 [4] 中把定理 A 推广到 NA 随机变量序列情形, 刘立新与程士宏于文 [5]
在 an = B

1/2
n (log Bn)α 的特殊场合将定理 B 推广到 NA 随机变量情形, 又于文 [6] 中在较一

般的条件下将定理 B 推广到 NA 随机变量情形, 得到下面的定理 C 和定理 D, 推广和改进了
许多已知的结果.
定理 C 设 {Xn, n ≥ 1} 是均值为零的 NA 随机变量序列, {σn, n ≥ 1} 是正常数列满足

EX2
n ≤ σ2

n,∀n ≥ 1, (1.3)

以及

Bn =
n∑

k=1

σ2
k →∞, n →∞. (1.4)

{an, n ≥ 1} 为单调递增正数列且 an ↑ ∞, 及存在子列 {nk, k ≥ 1} ∈ N 和 C1 > 1, C2 > 1, 满

足

C1ank
≤ ank+1 ≤ C2ank+1. (1.5)

记 B(k) =
nk+1∑

j=nk+1

σ2
j , 如果存在 β > 0, 使得

∞∑
k=1

(
B(k)

a2
nk+1

)β

< ∞, 则 (1.1) 式成立的充要条件是

(1.2) 式成立.
定理 D 设 {Xn, n ≥ 1}, {σn, n ≥ 1} 如定理 1 所述且满足 (1.3), (1.4) 式. {an, n ≥ 1}

为单调递增正数列且 an ↑ ∞. 如果存在 β > 1, 使得
∞∑

n=1

σ2
nBβ−1

n a−2β
n < ∞, 则 (1.1) 式成立的

充要条件是 (1.2) 式成立.
本文受文献 [5] 与文献 [6] 的启发, 进一步推广定理 C 与定理 D, 得到更一般性的结论.

所获结果推广和改进了 Egorov 在独立随机变量序列的结果和在 NA 随机变量序列已有的一
些结果.
为证本文结果, 需要如下引理.
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引理 1 [7] 设 X1, X2, · · · , Xn 是均值为零的 NA 随机变量. 若存在正数 σ1, σ2, · · · , σn

使得 EX2
k ≤ σ2

k, k = 1, 2, · · · , n. 记 Mn :=
n∑

k=1

σ2
k, 则 ∀x > 0, y1, y2, · · · , yn > 0 和 y ≥

max{y1, y2, · · · , yn}, 0 < Mn < ∞, 都有

P ( max
1≤k≤n

|Sk| ≥ x) ≤
n∑

k=1

P (|Xk| > yk) + 2 exp
{

1 +
x

y
−

(
x

y
+

Mn

y2

)
ln

(
1 +

xy

Mn

)}
.

引理 2 [12] 设 {an, n ≥ 1} 是非负数列, An =
n∑

k=1

ak, An →∞, 则对任意 ψ(x) ∈ Ψc 都有
∑

n>x0

an

Anψ(An)
收敛.

引理 3 [14] 设 {bn, n ≥ 1} 为常数列且 0 < bn ↗ ∞, 则对任意的 M > 1, 存在子列
{mk, k ≥ 1} ⊂ N , 使得下式成立Mbmk

≤ bmk+1 ≤ M3bmk+1, k = 1, 2, · · · .

以下总用 C 代表与 n 无关的正常数, 在不同的地方可表示不同的值, 即使在同一式中也
是如此.

2 主要结果和证明

定理 1 设 {Xn, n ≥ 1} 是均值为零的 NA 随机变量序列, g(x) 是 R 上非负的偶函数,
在 (0,+∞) 上取正值且 x/g(x) 和 g(x)/x2 均在 (0,+∞) 递减, {σn, n ≥ 1} 是正常数列满足
(1.4) 式及

Eg(Xn) ≤ σ2
n,∀n ≥ 1, (2.1)

{an, n ≥ 1} 为定理 C 所述的满足 (1.5) 式的正数列. 记 B(k) =
nk+1∑

j=nk+1

σ2
j . 如果存在 β > 0,

使得
∞∑

k=1

(
B(k)

g(ank+1)

)β

< ∞, (2.2)

则 (1.1) 式成立的充要条件是 (1.2) 式成立.
证 必要性直接根据Mutula [3] 的引理 3 可得.
下证充分性. 由文 [6] 定理 2.1 的证明可知, 要证 (1.1) 式, 只需证下式成立

lim
k→∞

a−1
nk+1

max
nk<n≤nk+1

|Sn − Snk
| = 0 a.s..

由 Borel-Cantelli 引理可知要证上式成立, 只要证

∞∑
k=1

P

(
a−1

nk+1
max

nk<n≤nk+1

|Sn − Snk
| > ε

)
< ∞, ∀ ε > 0. (2.3)

由 (1.2) 式可构造数列 {bn, n ≥ 1} 满足: 0 < bn ≤ 1, bn ↓ 0, 且

∞∑
n=1

P (|Xn| > bnan) < ∞,
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∀ j > n1, 存在 k ∈ N , 使得 nk < j ≤ nk+1, 令 cj = max
{

bnk
,
√

B(k)
g(ank+1 )

}
, 则由上式得

∞∑
n=1

P (|Xn| > cnan) < ∞, (2.4)

由 (2.2) 式及 cj 的定义可知

lim
j→∞

cj = 0. (2.5)

令

Yj = −cjajI(Xj < −cjaj) + XjI(|Xj | ≤ cjaj) + cjajI(Xj > cjaj),

Zj = Xj − Yj , nk < j ≤ nk+1, k ≥ 1.

由于 EXj = 0, 于是要证 (2.3) 式, 只需要证下二式

∞∑
k=1

P

(
a−1

nk+1
max

nk<n≤nk+1

∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

(Yj − EYj)

∣∣∣∣∣ > ε/2

)
< ∞, ∀ ε > 0; (2.6)

∞∑
k=1

P

(
a−1

nk+1
max

nk<n≤nk+1

∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

(Zj − EZj)

∣∣∣∣∣ > ε/2

)
< ∞, ∀ ε > 0. (2.7)

先证 (2.7) 式. 为此先证 a−1
nk+1

nk+1∑
j=nk+1

E|Zj | → 0, k → ∞. 注意到当 0 < d ≤ 1 时有

dan ≤ an, 而 g(x)/x2 在 (0,+∞) 上递减, 故有 g(dan)/(dan)2 ≥ g(an)/a2
n, 即

g(dan) ≥ d2g(an). (2.8)

因此, 由 x/g(x) 在 (0,+∞) 上递减和 (2.1), (2.2), (2.8), (2.4), (2.5) 式, 有

a−1
nk+1

nk+1∑
j=nk+1

E|Zj | ≤ 2a−1
nk+1

nk+1∑
j=nk+1

E|Xj |I(|Xj | > cjaj)

≤ 2a−1
nk+1

{
nk+1∑

j=nk+1

E|Xj |I(|Xj | > cjank+1) +
nk+1∑

j=nk+1

E|Xj |I(cjaj < |Xj | ≤ cjank+1)

}

≤ 2
nk+1∑

j=nk+1

E
cjg(Xj)

g(cjank+1)
I(|Xj | > cjank+1) + 2

nk+1∑
j=nk+1

cjP (|Xj | > cjaj)

≤ 2
nk+1∑

j=nk+1

σ2
j

cjg(ank+1)
+ 2

nk+1∑
j=nk+1

cjP (|Xj | > cjaj)

≤ 2

√
B(k)

g(ank+1)
+ 2max

{
bnk

,

√
B(k)

g(ank+1)

}
nk+1∑

j=nk+1

P (|Xj | > cjaj) → 0, k →∞,
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从而 ∀ ε > 0, 由 (2.4) 式有

∞∑
k=1

P

(
a−1

nk+1
max

nk<n≤nk+1

∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

(Zj − EZj)

∣∣∣∣∣ > ε/2

)

≤ C +
∞∑

k=1

P

(
a−1

nk+1
max

nk<n≤nk+1

∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

Zj

∣∣∣∣∣ > ε/4

)

≤ C +
∞∑

k=1

P

(
a−1

nk+1

nk+1∑
j=nk+1

|Zj | > ε/4

)

≤ C +
∞∑

k=1

P
(∪nk+1

j=nk+1(|Zj | 6= 0)
)

≤ C +
∞∑

k=1

nk+1∑
j=nk+1

P (|Xj | > cjaj)

= C +
∞∑

k=n1+1

P (|Xk| > ckak) < ∞.

因此 (2.7) 式成立.
再证 (2.6) 式. 由 x/g(x) 在 (0,+∞) 上递减可知, g(x) 在 (0,+∞) 上严格递增, 再由

(2.1), (2.5) 和 (2.8) 式及 g(x)/x2 在 (0,+∞) 上递减可得, 当 k 充分大时, ∀nk < j ≤ nk+1,
都有

E(Yj − EYj)2 ≤ EY 2
j

= EX2
j I(|Xj | ≤ cjaj) + (cjaj)2EI(|Xj | > cjaj)

≤ (cjaj)2Eg(Xj)
g(cjaj)

≤ (cjank+1)
2σ2

j

g(cjank+1)
≤ a2

nk+1
σ2

j

g(ank+1)
.

由 NA 随机变量的性质 (文 [2]) 知 {Yn −EYn, n ≥ 1} 是 NA 随机变量序列, 由引理 1 并注意
到

M(k) =
nk+1∑

j=nk+1

a2
nk+1

σ2
j

g(ank+1)
= a2

nk+1
B(k)/g(ank+1),

于是对 ∀ ε > 0, 令 x = 2βεank+1 , y = 2εank+1 , yj = 2εaj , j = nk + 1, nk + 2, · · · , nk+1, 由
(2.5) 式, 对 ∀ ε > 0, 当 k 充分大时, 有

P

(
max

nk<n≤nk+1

∣∣∣∣∣
n∑

j=nk+1

(Yj − EYj)

∣∣∣∣∣ ≥ 2βεank+1

)

≤ 2 exp
{

1 + β −
(

β +
B(k)

4ε2g(ank+1)

)
ln

(
1 +

4βε2g(ank+1)
B(k)

)}

≤ C exp
{
−β ln

(
1 +

4βε2g(ank+1)
B(k)

)}

≤ C

(
B(k)

g(ank+1)

)β

.
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从而由上式及 (2.2) 式可得 (2.6) 式成立, 从而 (2.3) 式成立.
注 1 令 g(x) = x2, 则由定理 1 可得定理 C. 但定理 1 比定理 C 条件要弱. 例如:
设 1 < p < 2, {X, Xn, n ≥ 1} 是同分布的 NA 随机变量序列, 其密度函数为

f(x) =
{

D
|x|p+1(ln |x|)p , x ∈ (−∞,−4] ∪ [4,+∞),
0, x ∈ (−4, 4),

其中 D = 1/

(
2
∫ ∞

4

(
xp+1(lnx)p

)−1
dx

)
. 故

EXn = 0, E|Xn|p = 2D(ln 4)1−p/(p− 1).

取 g(x) = |x|p, an = n, σ2
n = E|Xn|p, nk = 2k, β = 1. 则定理 1 条件满足. 但 EX2

n = +∞, 因

此, 定理 C 条件 (1.3) 式不成立.
推论 1 设 {Xn, n ≥ 1}, 函数 g(x) 和数列 {σn, n ≥ 1} 如定理 1 所述且满足 (1.4), (2.1)

式. {an, n ≥ 1} 为单调递增正数列且 an ↑ ∞, 若存在 β > 1 满足

∞∑
n=1

σ2
nBβ−1

n (g(an))−β
< ∞, (2.9)

则 (1.1) 式成立的充要条件是 (1.2) 式成立, 其中 Bn =
n∑

k=1

σ2
k, 下同.

证 类似文 [6] 定理 2.2(即上定理 D) 的证明可知存在子列 {nk, k ≥ 1} ∈ N 和 C1 > 1,

C2 > 1, 使 (1.5) 式和 (2.2) 式成立, 从而由定理 1 知推论 1 成立.
注 2 i) 令 g(x) = x2, 我们由推论 1 可得定理 D.
ii) 在定理 1 与推论 1 的其它条件都满足的条件下, (2.2) 式严格弱于 (2.9) 式. 例如: 设

{Xn, n ≥ 1} 是同分布的 NA 序列, 1 ≤ p ≤ 2, g(x) = |x|p, 对一切 n,

Eg(Xn) = E|Xn|p = 1 = σ2
n.

当 1 ≤ n ≤ 8 时, 令 an = 1, 当 n ≥ 9 时, 令 an = (n ln lnn)1/p. 则 ∀ β > 1, 都有

∞∑
n=9

σ2
nBβ−1

n (g(an))−β =
∞∑

n=9

1
n

(
1

ln lnn

)β

= +∞.

即 (2.9) 式不成立.
下面证明 (2.2) 式成立. 对于 {an, n ≥ 1} 的子列 {bk = 33k

ln ln 33k

, k ≥ 1}, 根据引理 3,
对任意的M > 1, 存在子列 {ml, l ≥ 1} 满足

Mbml
≤ bml+1 ≤ M3bml+1, l = 1, 2, · · · ,

即对于子列 {33ml , l ≥ 1} ⊂ N , 有

M33ml ln ln 33ml ≤ 33ml+1 ln ln 33ml+1 ≤ M333ml+1
ln ln 33ml+1

, l = 1, 2, · · · ,
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因此 (1.5) 式成立. 此时 ∀ β > 1, 有

∞∑
l=1




∑33
ml+1

j=33ml +1 1

g(a
33

ml+1 )




β

<

∞∑
l=1

(
1

ml+1 ln 3

)β

≤
∞∑

l=1

C

(
1

ml+1

)β

≤ C

∞∑
l=1

(
1
l

)β

< ∞,

因此 (2.2) 式成立.
推论 2 设 {Xn, n ≥ 1}, 函数 g(x) 和数列 {σn, n ≥ 1} 如定理 1 所述且满足 (1.4),

(2.1) 式, 存在 β > 1 使 (ψ(x))β ∈ Ψc. {an, n ≥ 1} 为单调递增正数列且 an ↑ ∞, 存在

n0 ∈ N, D > 0 满足
g−1(Bnψ(Bn))a−1

n ≤ D, n ≥ n0, (2.10)

则 (1.1) 式成立的充要条件是 (1.2) 式成立, 其中 g−1 是函数 g(x) 的反函数.
证 不失一般性, 不妨设 n0 = 1, D = 1. 由 x/g(x) 在 (0,+∞) 上递减可知, g(x) 在

(0,+∞) 上严格递增, 因此 g−1 在 x > 0 存在, 由 (2.10) 式和引理 2 可得

∞∑
n=1

σ2
nBβ−1

n

(g(an))β
≤

∞∑
n=1

σ2
nBβ−1

n

(Bnψ(Bn))β
=

∞∑
n=1

σ2
n

Bn(ψ(Bn))β
< ∞.

再由推论 1 可知推论 2 成立.
注 3 (i) 令 g(x) = x2, ψ(x) = (log x)2α, α > 0, 就把独立随机变量情型的定理 B 推广到

NA 随机变量情形.
(ii) 令 g(x) = x2, ψ(x) = (log x)α, α > 0, an = (Bn logα Bn)1/2, 由推论 2 我们就得到文

[5] 的主要结果定理 2.1.
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ON EQUIVALENT CONDITIONS OF THE EGOROV TYPE

STRONG LAW OF LARGE NUMBERS FOR NA RANDOM

VARIABLES

QIU De-hua
(School of Mathematics and Statistics, Guangdong University of Finance and Economics,

Guangzhou 510320, China)

Abstract: In this paper, the Egorov type strong law of large numbers for NA random

variables is studied. By using probability inequality of NA random variables, we obtain equivalent

conditions of the Egorov type strong law of large numbers for NA random variables, which

generalize and improve the Egorov’s results for independent random variables and the related

known works in the literature for NA random variables.

Keywords: NA random variables; Egorov type strong law of large numbers; Probability

inequality
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