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摘要: 本文研究了 ω - 非常凸空间和 ω - 非常光滑空间的问题. 利用局部自反原理和切片证明

了 ω - 非常凸空间和 ω - 非常光滑空间的对偶关系, 讨论了 ω - 非常凸空间和 ω - 非常光滑空间与其

它凸性和光滑性的关系, 给出了 ω - 非常凸空间与 ω - 非常光滑空间的若干特征刻画, 所得结果完善了

关于 Banach 空间凸性与光滑性理论的研究.
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1 引言

2000 年, 方习年在文献 [1] 中引入了 ω - 强凸空间的概念,并得到了 ω - 强凸空间、k - 强
凸空间和 (H)性质之间的关系, 但未给出其对偶概念, 也未给出用切片刻画的特征. 文献 [2]
注意到了文献 [1] 的不足之处, 引入了 ω - 强光滑空间的概念, 证明了 ω - 强凸性与 ω - 强光
滑性具有对偶性质,并讨论了 ω - 强光滑性与其它光滑性之间的关系,用切片统一刻画了 ω -
强凸空间与 ω - 强光滑空间的特征. 本文在文献 [1–2] 的基础上,给出了 ω - 非常凸空间和 ω

- 非常光滑空间的概念. 以局部自反原理为工具,证明了 ω - 非常凸空间和 ω - 非常光滑空间
的对偶关系,并给出了它们的特征刻画. 此外, 用切片统一刻画了 ω - 非常凸空间与 ω- 非常
光滑空间的特征.
本文中, X 表示 Banach 空间, X∗ 表示 X 的共轭空间. X 和 X∗ 的单位球面分别用

S ≡ S(X) = {x : x ∈ X, ‖x‖ = 1}和 S∗ ≡ S(X∗)表示, 单位球分别用 U(X) = {x : x ∈
X, ‖x‖ ≤ 1}和 U(X∗)表示. 以 Span{x1, x2, · · · , xl}表示 X 中 l个元 x1, x2, · · · , xl 所生成

的子空间; ∀x ∈ S,记
∑

(x) = {x∗ : x∗ ∈ S∗, x∗(x) = ‖x‖}; ∀x∗ ∈ S∗, 记

Ax∗ = {x : x ∈ S, x∗(x) = ‖x‖};

对 x ∈ S, δ > 0, 用 F ∗(x, δ)表示切片

F ∗(x, δ) = {x∗ : x∗ ∈ S∗, x∗(x) ≥ 1− δ};
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对 x∗ ∈ S∗, δ > 0, 用 F (x∗, δ)表示切片 F (x∗, δ) = {x : x ∈ S, x∗(x) ≥ 1− δ}.

2 定义及引理

定义 2.1 称 x0 ∈ S 是 X 的 ω - 非常 (强) 凸点, 若 ∀ x∗ ∈ ∑
(x0), {xn}∞n=1 ⊂ S, 使得

∀k ∈N, limx∗(x0 + xn1 + · · · + xnk
) = k + 1 (n1, · · · , nk → ∞) 成立, 则 {xn}∞n=1 是相对弱

(相对) 紧集. 若 ∀ x0 ∈ S 都是 X 的 ω - 非常 (强) 凸点, 则称 X 是 ω - 非常 (强) 凸空间.
定义 2.2 称 x ∈ S是X 的 ω - 非常 (强) 光滑点, 若 ∀ x∗0 ∈

∑
(x)(∀ x∗0 ∈ S∗ , x ∈ Ax∗0 ),

{x∗n}∞n=1 ⊂ S, 使得 ∀k ∈N, lim(x∗0 + x∗n1
+ · · ·+ x∗nk

)(x) = k + 1 (n1, · · · , nk →∞) 成立, 则
{x∗n}∞n=1 是相对弱 (相对) 紧集. 若 ∀ x ∈ S都是X 的 ω - 非常 (强) 光滑点,则称X 是 ω - 非
常 (强) 光滑空间.
显然, ω - 强凸蕴含 ω - 非常凸, ω - 强光滑蕴含 ω - 非常光滑.
定义 2.3 [3] 称 X 为近非常凸 (近强凸) 的, 如果 ∀{xn}∞n=1 ⊂ S, 及某个 x∗ ∈ ∑

(x), 当
x∗(xn) → 1(n →∞) 时, {xn}∞n=1是相对弱紧 (相对紧).
定义 2.4 [4] 称X具有WS(S)性质,如果 ∀ x ∈ S, {x∗n}∞n=1 ⊂ S∗,当 x∗n(x) → 1(n →∞)

时, {x∗n}∞n=1是相对弱紧 (相对紧).
由文献 [5] 中引理 2易得
引理 2.1 若 f1, f2, · · · , fk ∈ S∗, ϕ ∈ S∗∗ 且

d(ϕ(fl), ϕ (Span{f1, · · · , fl−1})) ≥ ε, l = 1, 2, · · · , k,

则

d(ϕ(fl), ϕ(Span{fi}, i 6= l)) ≥ 2εk

2k
, l = 1, · · · , k.

引理 2.2 若C是X的弱紧子集,使得 ∀f ∈ S∗, ε > 0及一切自然数n有 d(f(xn), f(C)) <

ε, 则存在 {xn}的子列 {xnk
}, 使得 |f(xnk

)− f(xnl
)| < 2ε.

证 据 d(f(xn), f(C)) < ε ,有 {yn} ⊂ C ,使 |f(xn)− f(yn)| < ε . 由 C 弱紧, {yn}有弱
收敛子列 {ynk

}, 不失一般性可设对, k, l, |f(ynk
)− f(ynl

)| < ε, 由此易知

|f(xnk
)− f(xnl

)| < 2ε.

引理 2.3 [3] X 为近非常凸当且仅当
∑

(x∗) = Âx∗ .
引理 2.4 [8] (局部自反原理) 设X∗

0 和X∗∗
0 分别是X∗和X∗∗ 的有限维子空间, 则对任何

ε ∈ (0, 1) ,存在 – 有界线性算子 T : X∗∗
0 → X∗, 使

(i) (1− ε) ‖F‖ ≤ ‖T (F )‖ ≤ (1 + ε) ‖F‖ ;F ∈ X∗∗
0 ;

(ii) f(T (F )) = F (f); f ∈ X∗
0 , F ∈ X∗∗

0 ;
(iii) T (x̂) = x, x ∈ X

⋂
X∗∗

0 .

3 主要结果

定理 3.1 若 X∗是 ω - 非常凸的, 则 X 是 ω - 非常光滑的.
证 设 x∗0 ∈ S∗, x ∈ Ax∗0 , {x∗n}∞n=1 ⊂ S∗且 ∀k ∈N,

lim(x∗0 + x∗n1
+ · · ·+ x∗nk

)(x) = k + 1 (n1, n2, · · · , nk →∞).



1426 数 学 杂 志 Vol. 35

把 x看成 S∗∗ 中的元, 则 ∀k ∈N, limx(x∗0 + x∗n1
+ · · · + x∗nk

) = k + 1 (n1, n2, · · · , nk → ∞)
成立, 并且由 x ∈ Ax∗0 知, x ∈ ∑

(x∗0). 再由 X∗ 是 ω - 非常凸的假设知, {x∗n}∞n=1 是相对弱紧

集, 这说明 X 是 ω - 非常光滑的.
定理 3.2 X∗是 ω - 非常光滑的当且仅当 X 是 ω - 非常凸且自反.
证 必要性. 设 ∀x0 ∈ S, x∗ ∈ ∑

(x0), {xn}∞n=1 ⊂ S, 且对 ∀k ∈N,

limx∗(x0 + xn1 + · · ·+ xnk
) = k + 1 (n1, n2, · · · , nk →∞).

把 x0, xn(n = 1, · · · ,∞)看成 S∗∗ 中的元, 则由 x∗ ∈ ∑
(x0)知, x∗(x0) = 1, 从而 x0(x∗) = 1,

故 x∗ ∈ Ax0 , 且 ∀k ∈N, lim(x0 + xn1 + · · ·+ xnk
)(x∗) = k + 1, (n1, n2, · · · , nk →∞)成立. 再

由 X∗是 ω - 非常光滑的假设知, {xn}∞n=1是相对弱紧集，这说明 X 是 ω - 非常凸的.
设 ∀x0 ∈ S, x∗ ∈ ∑

(x0), 则存在 {xn}∞n=1 ⊂ S, 使 x∗(xn) → 1, 把 x0, xn(n = 1, · · · ,∞)
看成 S∗∗ 中的元, 则由 x∗ ∈ ∑

(x0) 和 x∗(xn) → 1 知, x∗ ∈ Ax0 , xn(x∗) → 1, 所以

∀k ∈N, lim(x0 + xn1 + · · · + xnk
)(x∗) = k + 1 (n1, n2, · · · , nk → ∞) 成立. 再由 X∗ 是

ω- 非常光滑的假设知, {xn}∞n=1 是相对弱紧集, 于是存在子列 {xnj
} ⊂ {xn},使 {xnj

}弱收敛
于 x∗∗, 其中 x∗∗ ∈ S∗∗, x∗∗(x∗) = 1, 由Mazur 定理知 JX(X)是弱闭的, 于是存在 x0 ∈ S, 使

x̂0 = x∗∗, 因此 x∗(x0) = x∗∗(x∗) = 1 = ‖x∗‖, 由 James 定理知, X 是自反的.
充分性. 由假设条件和定理 3.1立即得到.
与定理 3.2 类似地易证下面
定理 3.3 (1) 若 X∗是近非常凸的, 则 X 具有WS 性质;
(2) X∗ 具有性质 (WS)当且仅当 X 是近非常凸且自反.
定理 3.4 (1) 若 X 是 ω - 非常凸的,则 X 是近非常凸的.
(2) 若 X 是 ω - 非常光滑的,则 X 是近非常光滑的.
证 (1) 如果 ∀x, {xn}∞n=1 ⊂ S, 及某个 x∗ ∈ ∑

(x), 有 x∗(xn) → 1(n → ∞), 则必有
limx∗(x + xn1 + · · · + xnk

) = k + 1 (n1, n2, · · · , nk → ∞), 于是由 X 的 ω - 非常凸性知
{xn}∞n=1是相对弱紧的, 这说明 X 是近非常凸的.

(2) 设 ∀{x∗n}∞n=1 ⊂ S, x ∈ S, 于是由 Hahn-Banach 定理知, 存在 x∗0 ∈ S∗, 使 x∗0(x) =
‖x‖ = 1, 故 x ∈ Ax∗0 . 因此, 当 x∗n(x) → 1 时, ∀k ∈ N , 有

lim(x∗0 + x∗n1
+ · · ·+ x∗nk

)(x) = k + 1 (n1, n2, · · · , nk →∞),

由 X 的 ω - 非常光滑性知 {x∗n}∞n=1是相对弱紧的, 这说明 X 是近非常光滑的.
定理 3.5 设 X 是自反空间, 则 ω - 非常凸空间当且仅当近非常凸.
证 定理 3.4(1)中已证必要性,故下面只证充分性. 如果 ∀x0 ∈ S, x∗ ∈ ∑

(x0), {xn}∞n=1 ⊂
S, 且 ∀k ∈ N , limx∗(x0 + xn1 + · · ·+ xnk

) = k + 1 (n1, n2, · · · , nk →∞). 因 X 自反的, 所
以有子列 {xnj

}弱收敛于 y, 故 x
∗
(y) = 1, y ∈ S, 即 {xn}为相对弱紧集, 进而 X 是 ω - 非常

凸的.
由定理 3.2–3.5得
推论 3.1 若 X∗是 ω - 非常光滑的,则 X 是近非常凸且自反.
推论 3.2 X∗是 ω - 非常光滑的当且仅当 X∗具有 (WS)性质.
定理 3.6 X是 ω -非常光滑的当且仅当 ∀x∗ ∈ S∗及 ε > 0, x ∈ Ax∗ , 存在 δ = δ(x∗, ε) >

0及紧集 C∗ ⊂ X∗, 使得 ∀ϕ ∈ S∗∗, 有 F ∗(x, δ) ⊂ {y : y ∈ X∗, d(ϕ(y), ϕ(C∗)) < ε}.
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证 必要性. 若存在 x∗0 ∈ S∗ 及 ε0 > 0, x0 ∈ Ax∗0 , 对 ∀n ∈N及任意紧集 C∗ ⊂ X∗, 存
在 φ0 ∈ S∗∗,使 F ∗(x0,

1
n
)不包含在 {y : y ∈ X∗, d(φ0(y), φ0(C∗)) < ε0}中 . 由 x0 ∈ Ax∗0 知,

x∗0 ∈ F ∗(x0,
1
n
). 记 Cn

1 = {y : y ∈Span{x∗0}; ‖y‖ ≤ 3}, 则 Cn
1 是紧集, 因而 F ∗(x0,

1
n
)不包含

在 {y : y ∈ X∗, d(φ0(y), φ0(Cn
1 )) < ε0}中, 故可取 x∗1 ∈ F ∗(x0,

1
n
), 使

d(φ0(x∗1), φ0(Span{x∗0}) = d(φ0(x∗1), φ0(Cn
1 )) ≥ ε0.

记 Cn
2 = {y : y ∈Span{x∗0, x∗1}; ‖y‖ ≤ 3}, 则 Cn

2 仍是紧集, 因而 F ∗(x0,
1
n
) 仍不包含在

{y : y ∈ X∗, d(φ0(y), φ0(Cn
2 )) < ε0}中, 故可取 x∗2 ∈ F ∗(x0,

1
n
), 使

d(φ0(x∗2), φ0(Span{x∗0, x∗1})) = d(φ0(x∗2), φ0(Cn
2 )) ≥ ε0.

继续上述过程, 可取 x∗0, x
∗
1, · · · , x∗n−1 ∈ F ∗(x0,

1
n
). 记

Cn
n = {y : y ∈ Span{x∗0, x∗1, · · · , x∗n−1}; ‖y‖ ≤ 3},

则 Cn
n 仍是紧集, 因而 F ∗(x0,

1
n
)仍不包含在 {y : y ∈ X∗, d(φ0(y), φ0(Cn

n )) < ε0}中, 故可取
x∗n ∈ F ∗(x0,

1
n
), 使

d(φ0(x∗n), φ0(Span{x∗0, x∗1, · · · , x∗n−1})) = d(φ0(x∗n), φ0(Cn
n )) ≥ ε0(∀n ∈ N),

这表明 {x∗n}∞n=1不是相对弱紧集.
另一方面,由于 x∗n ∈ F ∗(x0,

1
n
),故 x∗n(x0) ≥ 1 − 1

n
, 进而有 x∗n(x0) → 1, (n → ∞), 于是

对 ∀k ∈N, {ni} ⊂ {n}, i = 1, · · · , k, lim(x∗0 + x∗n1
+ · · ·+ x∗nk

)(x0) = k + 1 (n1, · · · , nk →∞)
成立. 再由X 是 ω - 非常光滑的假设知, {x∗n}∞n=1是相对弱紧集, 这与 {x∗n}∞n=1不是相对弱紧

集相矛盾.
充分性. 若 X 不是 ω - 非常光滑的,则存在 x∗0 ∈ S∗, x0 ∈ Ax∗0 , {x∗n}∞n=1 ⊂ S∗且 ∀k ∈N,

lim(x∗0 + x∗n1
+ · · ·+ x∗nk

)(x0) = k + 1 (n1, · · · , nk →∞),

但 {x∗n}∞n=1不是相对弱紧集. 由 lim(x∗0 + x∗n1
+ · · ·+ x∗nk

)(x0) = k + 1 (n1, · · · , nk →∞)知,
∀n ∈N, 存在 N1, 当 n1, · · · , nk >N1时,

(x∗0 + x∗n1
+ · · ·+ x∗nk

)(x0) > k + 1− 1
2n

,

从而 x∗ni
(x0) > 1 − 1

2n
(i = 1, 2, · · · , k). 由于 x∗0 ∈ S∗, x0 ∈ Ax∗0 , 故对 ε = 1

2n
, 存在

δ1 = δ1(x∗0,
1
2n

) > 0及紧集 C∗ ⊂ X∗, 使得 ∀φ ∈ S∗∗有

F ∗(x, δ1) ⊂ {y : y ∈ X∗, d(φ(y), φ(C∗)) <
1
2n
}.

令 δ = max{δ1,
1
2n
}, 则 x∗ni

(x0) ≥ 1− δ, (i = 1, 2, · · · , k)且 F ∗(x0, δ) ⊂ F ∗(x0, δ1), 因而
F ∗(x0, δ) ⊂ {y : y ∈ X∗, d(φ(y), φ(C∗)) < 1

2n
}, 于是

{x∗n1
}, {x∗n2

}, · · · , {x∗nk
} ⊂ F ∗(x0, δ) ⊂ {y : y ∈ X∗, d(φ(y), φ(C∗)) <

1
2n
},
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由引理 2.2, 存在子序列 {x∗
n
′
k

} ⊂ {x∗nk
}, 使

∣∣∣φ(x∗
n
′
k

)− φ(x∗
n
′
j

)
∣∣∣ < 2 1

2n
= 1

n
, 由 n ∈N的任意性,

采用对角线法可得 {x∗nk
}的弱收敛子列, 这导致 {x∗n}∞n=1 是相对弱紧集, 这与 {x∗n}∞n=1 不是

相对弱紧集相矛盾.
定理 3.7 X 是 ω - 非常凸的当且仅当 ∀x ∈ S 及 ε > 0, x∗ ∈ ∑

(x), 存在 δ = δ(x, ε) > 0
及紧集 C ⊂ X, 使得 ∀f ∈ S∗, 有 F (x∗, δ) ⊂ {y : y ∈ X, d(f(y), f(C)) < ε}.
证 必要性. 若存在 x0 ∈ S 及 ε0 > 0, x∗0 ∈

∑
(x0), ∀n ∈N及任意紧集 C ⊂ X, 存在

f0 ∈ S∗, 使 F (x∗0,
1
n
) 不包含在 {y : y ∈ X, d(f0(y), f0(C)) < ε0} 中, 由 x∗0 ∈

∑
(x0) 知,

x0 ∈ F (x∗0,
1
n
). 记 Cn

1 = {y : y ∈Span{x0}; ‖y‖ ≤ 3}, 则 Cn
1 是紧集, 因而 F (x∗0,

1
n
)不包含在

{y : y ∈ X, d(f0(y), f0(Cn
1 )) < ε0} 中, 故可取 x1 ∈ F (x∗0,

1
n
), 使

d(f0(x1), f0(Span{x0})) = d(f0(x1), f0(Cn
1 )) ≥ ε0.

记 Cn
2 = {y : y ∈Span{x0, x1}; ‖y‖ ≤ 3}, 则 Cn

2 仍是紧集, 因而 F (x∗0,
1
n
) 仍不包含在

{y : y ∈ X, d(f0(y), f0(Cn
2 )) < ε0} 中, 故可取 x2 ∈ F (x∗0,

1
n
), 使

d(f0(x2), f0(Span{x0, x1})) = d(f0(x2), f0(Cn
2 )) ≥ ε0.

继续上述过程, 可取 x0, x1, · · · , xn−1 ∈ F (x∗0,
1
n
), 记

Cn
n = {y : y ∈ Span{x0, x1, · · · , xn−1}; ‖y‖ ≤ 3},

则 Cn
n 仍是紧集, 因而 F (x∗0,

1
n
) 仍不包含在 {y : y ∈ X, d(f0(y), f0(Cn

n )) < ε0}, 故可取
xn ∈ F (x∗0,

1
n
), 使

d(f0(xn), f0(Span{x0, x1, · · · , xn−1})) = d(f0(xn), f0(Cn
n )) ≥ ε0(∀n ∈ N).

这表明 {xn}∞n=1不是相对弱紧集.
另一方面, 由于 xn ∈ F (x∗0,

1
n
), 故 x∗0(xn) ≥ 1 − 1

n
, 进而有 x∗0(xn) → 1 (n → ∞), 于是

∀k ∈N, {ni} ⊂ {n}, i = 1, · · · , k, limx∗0(x0 + xn1 + · · ·+ xnk
) = k + 1 (n1, · · · , nk →∞) 成

立, 再由 X 是 ω - 非常凸的假设知, {xn}∞n=1 是相对弱紧集, 这与 {xn}∞n=1 不是相对弱紧集

相矛盾.
充分性. 若 X 不是 ω - 非常凸的, 则存在 x0 ∈ S, x∗0 ∈ ∑

(x0), {xn}∞n=1 ⊂ S 且

∀k ∈N, limx∗0(x0 + xn1 + · · · + xnk
) = k + 1 (n1, · · · , nk → ∞), 但 {xn}∞n=1 不是相对弱

紧集. 由 limx∗0(x0 + xn1 + · · · + xnk
) = k + 1 (n1, · · · , nk → ∞)知, ∀n ∈N, 存在 N1, 当

n1, · · · , nk >N1时, x∗0(x0+xn1+· · ·+xnk
) > k+1− 1

2n
, 从而x∗0(xni

) > 1− 1
2n

(i = 1, 2, · · · , k).
由于 x0 ∈ S, x∗0 ∈

∑
(x0),故对 ε = 1

2n
,存在 δ1 = δ1(x0,

1
2n

) > 0及紧集C ⊂ X,使得 ∀f ∈ S∗,
有

F (x∗0, δ1) ⊂ {y : y ∈ X, d(f(y), f(C)) <
1
2n
}.

令 δ = max{δ1,
1
2n
}, 则 x∗0(xni

) ≥ 1− δ (i = 1, 2, · · · , k)且 F (x∗0, δ) ⊂ F (x∗0, δ1), 因而
F (x∗0, δ) ⊂ {y : y ∈ X, d(f(y), f(C)) < 1

2n
}, 于是

{xn1}, {xn2}, · · · , {xnk
} ⊂ F (x∗0, δ) ⊂ {y : y ∈ X, d(f(y), f(C)) <

1
2n
},
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由引理 2.2, 存在子序列 {xn
′
k
} ⊂ {xnk

},使
∣∣∣f(xn

′
k
)− f(xn

′
j
)
∣∣∣ < 2 1

2n
= 1

n
, 由 n ∈ N 的任意

性, 采用对角线法可得 {xnk
}的弱收敛子列, 这导致 {xn}∞n=1是相对弱紧集, 这与 {xn}∞n=1不

是相对弱紧集相矛盾.
根据局部自反原理,可得到 ω - 非常凸空间和 ω - 非常光滑空间之间更深刻的对偶性质.
定理 3.8 (1) X 是 ω - 非常凸空间当且仅当 ∀x ∈ S(X), x∗ ∈ ∑

(x)是 X∗ 的 ω - 非常
光滑点;

(2) X 是 ω - 非常光滑空间当且仅当 ∀x ∈ S(X), x∗ ∈ ∑
(x)是 X∗的 ω - 非常凸点.

证 (1) 充分性. 如果 ∀x ∈ S, x∗ ∈ ∑
(x), {xn}∞n=1 ⊂ S, 使得 ∀k ∈ N , 有

limx∗(x + xn1 + · · ·+ xnk
) = k + 1 (n1, n2, · · · , nk →∞)

成立, 因 x∗ ∈ ∑
(x)(x̂ ∈ Ax∗)是 X∗ 的 ω - 非常光滑点, 把 x和 {xn}∞n=1 是看成 S∗∗ 中的点

列, 则 lim(x + xn1 + · · · + xnk
)(x∗) = k + 1 (n1, n2, · · · , nk → ∞)成立, 于是根据已知条件

推出 {xn}∞n=1是相对弱紧的, 故 X 是 ω - 非常凸空间.
必要性. 若存在 x0 ∈ S(X), 使 x∗0 ∈ ∑

(x0) 不是 X∗ 的 ω - 非常光滑点, 则存在
x∗∗0 ∈ ∑

(x∗0)和 {x∗∗n }∞n=1 ⊂ S∗∗, 使

lim(x∗∗0 + x∗∗n1
+ · · ·+ x∗∗nk

)(x∗0) = k + 1 (n1, n2, · · · , nk →∞)

成立, 但 {x∗∗n }∞n=1 不是相对弱紧集, 从而 {x∗∗n }∞n=1 的任何子列 {x∗∗m }∞m=1 均不弱收敛, 故
∀y∗∗ ∈ U(X∗∗), {x∗∗m }∞m=1不弱收敛于 y∗∗. 因此, 存在 {y∗m}∞m=1 ⊂ S∗, 使得 {x∗∗m }∞m=1不弱收

敛于 y∗∗ ,即存在 ε0 > 0, {y∗m}∞m=1 ⊂ S∗, 使得

|x∗∗m (y∗m)− y∗∗(y∗m)| ≥ ε0. (?)

因 X 是 ω - 非常凸空间,由定理 3.4 知 X 是近非常凸的, 再由引理 2.3 知
∑

(x∗0) = Âx∗0 , 因
此存在 x0 ∈ Ax∗0 , 使得 x0 = x∗∗0 .
任取 {x∗∗m }∞m=1 的 k个子列 {x∗∗mi(m)}∞m=1, i = 1, 2, · · · , k, 其中mi(m)表示 {mi}的第m

项. 对每个m ,令 X∗∗
m =Span{x0, x∗∗m , x∗∗m1(m), · · · , x∗∗mk(m)}, X∗

m =Span{x∗0, y∗m}, 由局部自反
原理, 存在一个 – 有界线性算子 Tm : X∗∗

m → X 满足:
(i) 1− 1

m
≤ ‖Tm(x∗∗m )‖ ≤ 1 + 1

m
; 1− 1

m
≤

∥∥∥Tm(x∗∗mi(m))
∥∥∥ ≤ 1 + 1

m
(i = 1, 2, · · · , k);

(ii) x∗0(Tm(x∗∗m )) = x∗∗m (x∗∗0 ); y∗m(Tm(x∗∗mi(m))) = x∗∗mi(m)(y
∗
m) (i = 1, 2, · · · , k);

(iii) Tm(x0) = x0.
令 xm = Tm(x∗∗m )

‖Tm(x∗∗m )‖ , xmi(m) =
Tm(x∗∗mi(m))∥∥∥Tm(x∗∗

mi(m))
∥∥∥
(i = 1, 2, · · · , k), 显然 {xm}∞m=1 ⊂ S 且

{xmi(m)}是 {xm}的子列, i = 1, 2, · · · , k, 由 (ii)得

x∗0(xmi(m)) =
x∗0(Tm(x∗∗mi(m)))∥∥∥Tm(x∗∗mi(m))

∥∥∥
=

x∗∗mi(m)(x
∗
0)∥∥∥Tm(x∗∗mi(m))

∥∥∥
(i = 1, 2, · · · , k).

因此 limx∗0(x
0 + xm1(m) + · · ·+ xmk(m)) = k + 1 (m1,m2, · · · ,mk → ∞). 已知 X 是 ω - 非

常凸空间, 所以 {xm}是相对弱紧集. 设 {xmk
}是 {xm}的收敛子列, 则 {xmk

}弱收敛于某
个 x. 在 (?)中取 y∗∗ = x, 则由 (?)和 (ii)得

lim
∣∣y∗mk

(xmk
)− y∗mk

(x)
∣∣ = lim

∣∣y∗∗mk
(y∗mk

)− x(y∗mk
)
∣∣ ≥ ε0,



1430 数 学 杂 志 Vol. 35

这与 {xmk
}弱收敛于 x相矛盾.

与 (1) 对偶地易证 (2), 故证明从略.
与定理 3.8类似地, 能够给出 ω - 强凸空间和 ω - 强光滑空间之间更深刻的对偶性质, 进

而可推广文献 [2] 中给出对偶定理.
定理 3.9 (1) X 是 ω - 强凸空间当且仅当 ∀x ∈ S(X), x∗ ∈ ∑

(x)是 X∗ 的 ω - 强光滑
点;

(2) X 是 ω - 强光滑空间当且仅当 ∀x ∈ S(X), x∗ ∈ ∑
(x)是 X∗的 ω - 强凸点.
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ω-VERY CONVEX SPACES AND ω-VERY SMOOTH SPACES
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Abstract: In this article, we study the problems of about ω-very convex spaces and ω-very

smooth spaces. Using the local reflexive principle and the slice of unit sphere, we show that the

ω-very convex spaces and ω-very smooth spaces are dual notions and study the relation between

ω-very convexity, ω-very smoothness with various convexity and smoothness, and give some

characteristic descriptions of ω-very smoothness and ω-very convexity . These results perfect the

research on convexity and smoothness about Banach spaces.

Keywords: ω-very convexity; ω-very smoothness; slice

2010 MR Subject Classification: 46B10; 46B20


