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摘要: 本文研究了拓扑空间的可度量化的充要条件. 利用可数开覆盖的性质和度量化的遗传性

及定义, 获得了拓扑空间可度量化的两个充要条件结果, 推广了构造可度量化的拓扑空间和判断拓扑

空间是度量空间的依据.

关键词: 拓扑空间; 度量空间; 可度量化; 充要条件

MR(2010) 主题分类号: 54A05 中图分类号: O189.11

文献标识码: A 文章编号: 0255-7797(2015)04-0952-05

1 引言

由于度量空间具有良好的性质, 研究拓扑空间是否可度量化的判定条件具有很重要的
意义. 关于拓扑空间可度量化的条件, 在一些拓扑学的重要著作中都作为重要章节进行介绍
[1−7], 其中两个最著名的充要条件 Nagata-Smirnov 度量化定理 [1] 和 Alex-Urysohn 度量化定
理 [3]. 这两个重要定理均是从拓扑空间可度量化的定义出发, 通过分析拓扑空间和度量空间
的性质而得出的. 后续对拓扑空间可度量化的研究大都是在这两个定理的基础上给出的, 例
如文献 [3] 中的 martin 定理和 Bing 度量化定理.
本文主要研究拓扑空间的可度量化问题, 获得拓扑空间可度量化的两个充分必要条件.

首先基于是 Nagata-Smirnov 度量化定理和 Alex-Urysohn 度量化定理, 利用可数开覆盖的性
质和度量化的遗传性, 获得可度量化的一个充要条件; 其次从拓扑空间可度量化的定义出发,
得到了拓扑空间可度量化的另一个充要条件.

2 预备知识

为了方便后面结论的叙述和证明, 我们需要给出一些相关的概念和定义. 度量空间和拓
扑空间是本文的研究对象, 其定义如下:
定义 2.1 [1] 设 X 是一个集合, ρ : X ×X −→ R, 如果对于任何 x, y, z ∈ X, 有
(1) (正定性) ρ(x, y) ≥ 0, 并且 ρ(x, y) = 0 当且仅当 x = y;
(2) (对称性) ρ(x, y) = ρ(y, x);
(3) (三角不等式) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(z, y),

则称 ρ 是集合 X 的一个度量, 称 (X, ρ) 是一个度量空间.
定义 2.2 [1] 设 (X, ρ) 是一个度量空间, x ∈ X 对于任意给定的实数 ε > 0, 集合

{y ∈ X|ρ(x, y) < ε} 称为一个以 x 为中心, 以 ε 为半径的球形领域, 简称 x 的一个球形领域,
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记作 B(x, ε). 设 A 是度量空间 X 的一个子集, 如果 A 中的每一个点都有一个球形领域包含

于 A, 则称 A 是度量空间 X 中的一个开集.

定义 2.3 [1] 设 X 是一个集合, F 是 X 的一个子集族. 如果 F 满足如下条件:

(1) X, φ ∈ F ;

(2) 若 A,B ∈ F , 则 A
⋂

B ∈ F ;

(3) 若 F1 ⊂ F , 则
⋃

A∈F1

A ∈ F ,

则称 F 是 X 的一个拓扑, 而称偶对 (X,F) 是一个拓扑空间, F 的每个元素都叫做拓扑空间
(X,F) 的一个开集. 对任意集合 Y ∈X, 称拓扑空间 (Y,F|Y ) 是 (X,F) 的一个拓扑子空间,
其中 F|Y = {Y ⋂

A|A ∈ F}.
本文主要探讨拓扑空间可度量化的条件, 可度量化的概念如下:

定义 2.4 [1] 设 (X, ρ) 是一个度量空间, 令 Fρ 为由 X 的所有开集构成的集族, 则称 Fρ

是由度量 ρ 诱导出来的拓扑. 设 (X,F) 是一个拓扑空间, 如果存在的一个度量 ρ 使得拓扑 F

即是由度量诱导出来的拓扑, 则称 (X,F) 是一个可度量化空间.

基和局部有限族是拓扑空间的重要的子集, 也是本文两个结论的证明中使用的重要工具.

定义 2.5 [1] 设 (X,F) 是一个拓扑空间, A 是 F 的一子族. 如果 F 的每一个元素是 A
中某些元素的并, 即对于每一个 U ∈ F , 存在 A1 ⊂ A 使得 U =

⋃
A∈A1

A, 则称 A 是拓扑 F 的
一个基, 或称 A 是拓扑空间 (X,F) 的一个基.

定义 2.6 [1] 设 (X,F) 是一个拓扑空间, x ∈ X. 如果 U 是 X 的一个子集, 满足条件: 存
在一个开集 V ∈ F 使得 x ∈ V ⊂ U , 则称 U 是点 x的一个领域.点 x的所有领域构成的子集

族称为点 x 的领域系. 记 Ux 为 x 的领域系, Ux 的子族 Vx 如果满足条件: 对每一个 U ∈ Ux,
存在 V ∈ Vx 使得 V ⊂ U , 则称 Vx 是点 x 的领域基.

定义 2.7 [1] 若拓扑空间 (X,F) 存在一个可数基, 则称 (X,F) 具有第二可数性.

定义 2.8 [1] 设 X 是一个拓扑空间, 如果 X 中的任何一个点和任何一个不包含这个点的

闭集都各有一个开领域, 它们互不相交, 则称拓扑空间 X 是一个正则空间; 如果 X 中的任意

两个不相同的点中每一个点都有一个开领域不包含另一个点, 则称拓扑空间 X 是一个 T1 空

间.

定义 2.9 [3] X 的一个集族 U 称为局部有限族, 如果对于任意 x ∈ X, 都存在 x 的一个

领域 U(x) 使 U(x) 与 U 中有限个元素交集非空; 进一步若集族 U 是 X 的基, 则称 U 为 X
的一个局部有限基. 若集族A 是X 的可数个局部有限族的并, 则称集族A 为X 的一个 σ 局

部有限族; 进一步若 A 是 X 的一个基, 则称 A 是 X 的一个 σ 局部有限基.

定义 2.10 [1] 设 A 是一个集族, B 是一个集合, 如果 B ⊂ ⋃
A∈A

A, 则称集族 A 是集合 B

的一个覆盖, 当且仅当 A 是可数族或者有限族时, 分别称集族 A 是集合 B 的一个可数覆盖

和有限覆盖. 若 A 是可数 (有限) 的开集族, 则称 A 是集合 B 的一个可数 (有限) 的开覆盖.

下面列出的定理是后面结论证明的重要依据.

定理 2.11 [1] 拓扑空间 (X,F) 是可度量化空间, 则 (X,F) 必是正则空间.

定理 2.12 [1] 具有第二可数性的拓扑空间的任何一个子空间都具有第二可数性.

定理 2.13 [3] (Nagata-Smirnov 度量化定理) 拓扑空间 (X,F) 可度量化, 当且仅当
(X,F) 是正则的且具有 σ 局部有限基.
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3 主要结果

引理 3.1 (遗传性) 若拓扑空间 (X,F) 是可度量化空间, 则 X 的任意拓扑子空间

(Y,F|Y ) 也是可度量化空间.

证 设 ρ 是 (X, F ) 的度量, 则对应的 ρ|Y 是 Y 的一个度量, 另设 Y 的由 ρ|Y 诱导出的
拓扑为 Fρ|Y . 现证明 F|Y = Fρ|Y : 记度量空间X(Y ) 中以 x(y) 为中心, ε > 0 为半径的球形
领域为 BX(x, ε)(BY (y, ε)) 则对任意 y ∈ Y, ε > 0, 有 BY (y, ε) = BX(y, ε)

⋂
Y . 因为 Y 的所

有球形领域构成的族是 Y 的一个基, 对任意 U ∈ Fρ|Y , 存在 Y 的一族球形领域 (设其为 A),
使 U 为这些领域的并, 所以

U =
⋃

BY (y,ε)∈A
BY (y, ε) =

⋃

BY (y,ε)∈A
(BX(y, ε)

⋂
Y ) = (

⋃

BX(y,ε)∈A
BX(y, ε))

⋂
Y,

显然 V =
⋃

BY (y,ε)∈A
BX(y, ε) 是 X 的一个开集, 所以 U = V

⋂
Y ∈ F|Y , 所以 Fρ|Y ⊂ F|Y .

另一方面对任意 U ∈ F|Y , 存在 V ∈ F , 使 U = V
⋂

Y . 则对任意 y ∈ U 有 y ∈ V 且

y ∈ Y , 因为 V 中存在球形领域 BX(y, ε) ⊂ V , 可得球形领域 BY (y, ε) = BX(y, ε)
⋂

Y ⊂ Y .
又 BY (y, ε) ⊂ BX(y, ε) ⊂ V , 所以 BY (y, ε) ⊂ U , 即对任意 y ∈ U , 都存在球形领域 BY (y, ε)
使 BY (y, ε) ⊂ U , 所以 U 是度量 ρ|Y 诱导出的开集, 即 U ∈ Fρ|Y . 所以 F|Y ⊂ Fρ|Y .

综上所述即得 F|Y = Fρ|Y , 所以 F|Y 即为 Y 的由度量 ρ|Y 诱导出的拓扑,所以 (Y,F|Y )
也是可度量化空间, 证毕.

定理 3.2 拓扑空间 (X,F) 可度量化当且仅当 (X,F) 是正则的且存在一个可数开覆盖
A = {An|n ∈ Z+} 使对每一个 n ∈ Z+, 子空间 (An,F|An

) 是一个可度量化空间.

证 必要性: 易知对任意可度量的拓扑空间, 可数开覆盖是存在的. 事实上, 对任意可度
量化拓扑空间 (X, ρ), 令子集族 U =

⋃
n∈Z+

Un , 其中 Un = {y|ρ(x, y) < n}, x 是 X 的一固定

点. 则 U 即为 (X, ρ) 的一个可数开覆盖. 另由定理 2.11 和引理 3.1 即可知必要性成立.

充分性: 因为对每一个 n ∈ Z+, 子空间 (An,F|An
) 是一个可度量化空间, 所以由定

理 2.13 知 (An,F|An
) 存在一个 σ 局部有限基 (可数个局部有限基的并), 设其为 Bn, 令

U =
⋃

n∈Z+

Bn. 下面将证明 U 为 X 的一个 σ 局部有限基.

对任意 U ∈ F , 因为 A = {An|n ∈ Z+} 是 (X,F) 的开覆盖, 所以 U =
⋃

n∈Z+

(U
⋂

An).

而易知对每个 n ∈ Z+, U
⋂

An ∈ F|An
, 所以 U

⋂
An 可表示为 Bn 中一些元素的并. 则当然

也可表示成 U 中一些元素的并, 所以易知 U 可表示为 U 中一些元素的并. 所以 U 是X 的一

个基. 又因为对每个 n ∈ Z+,Bn 是一个 σ 局部有限族, 即可数个局部有限基的并, 所以显然
可数个 σ 局部有限族的并 U 也是一个 σ 局部有限族, 所以 U 为 (X,F) 的一个 σ 局部有限

基. 又 (X,F) 是正则空间, 所以由定理 2.13 得 (X,F) 是可度量化空间, 证毕.

由定理 3.2 和定理 2.12 不难得出以下推论.

推论 3.3 拓扑空间 (X,F) 是具有第二可数性的可度量化空间当且仅当 (X,F) 是正则
的且存在一个可数开覆盖 A = {An|n ∈ Z+} 使对每一个 n ∈ Z+, 子空间 (An,F|An

) 是一个
具有第二可数性的可度量化空间.

引理 3.4 拓扑空间的所有元素的开领域基的并构成拓扑空间的一个基.
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证 设 (X,F) 是一个拓扑空间, 对任意 x ∈ X, 记 x 的开领域基为 A(x), 令 U =⋃
x∈X

A(x). 对任意 U ∈ F , U 是它内部所有元素的领域, 所以对每个 x ∈ U , 都存在 A(x) ∈
A(x) ⊂ F , 使 A(x) ∈ U , 所以 U =

⋃
x∈U

A(x), 所以 F 的任意元素都可以表示成 U 中一些元
素的并, 所以 U 是 (X,F) 的一个基, 证毕.
定理 3.5 拓扑空间 (X,F) 可度量化当且仅当 (X,F) 是 T1 的且对任意 x ∈ X 存在 x

的可数领域基 {Un(x)}n∈Z+ 满足

(i) 对每个 x ∈ X 和每个 n ∈ Z+, Un+1(x) ⊂ Un(x);
(ii) 对任意 x, y ∈ X 和任意 n ∈ Z+, 若 x ∈ Un(y), 则 y ∈ Un(x);
(iii) 对任意 x ∈ X 令 U0(x) = X, 则对任意 x, y, z ∈ X, 若 y /∈ Un(x), z /∈ Un(x) 则

y /∈ Ubmn/(m+n)c(z),m, n ∈ Z+.
证 必要性: 设度量空间 (X,F) 的度量是 ρ 且对任意 x ∈ X, 设 Un(x) = B(x, 1/n),

则易知 {Un(x)}n∈Z+ 是 x 的可数领域基. 事实上, 由引理 3.4 知 x 的所有球形领域构成 x

的领域基, 而对任意 ε > 0, 必存在 k ∈ Z+ 使 1/k ≤ ε, 所以对任意球形领域 B(x, ε) 存
在 B(x, 1/k) ∈ {Un(x)}n∈Z+ 使 B(x, 1/k) ⊂ B(x, ε). 显然 B(x, 1/(n + 1)) ⊂ B(x, 1/n),
所以 {Un(x)}n∈Z+ 满足条件 (i). 又由度量的定义知对任意 x, y ∈ X, 若 ρ(x, y) < 1/n,
则 ρ(y, x) = ρ(x, y) < 1/n, 所以 {Un(x)}n∈Z+ 满足条件 (ii). 另外对任意 x, y, z ∈ X, 若
y /∈ Un(x), z /∈ Un(x), 则 ρ(x, y) ≥ 1/n, ρ(x, z) ≥ 1/m, 所以由三角不等式得

ρ(z, y) ≥ ρ(x, y) + ρ(x, z) ≥ 1/n + 1/m = 1/(mn/(m + n)),

所以

y /∈ Ubmn/(m+n)c(z),

即 {Un(x)}n∈Z+ 满足条件 (iii).
充分性: 对任意 x ∈ X 令 U0(x) = X, 则对任意 y ∈ X, 因为 (X,F) 是 T1 空间, 所以若

y 6= x 则必存在 x 的开领域不包含 y, 即必存在 k ∈ Z+ 使 y ∈ Uk−1(x) 但 y /∈ Uk(x), 所以对
每一个 x ∈ X 可以设映射 fx : X −→ R 满足对任意 y ∈ X, 若 y ∈ X − U1(x), 则 fx(y) = 1;
若 y = x, 则 fx(y) = 0; 若 y ∈ Un−1(x) 且 y /∈ Un(x), 则 fx(y) = 1/n. 对任意 x, y ∈ X 由条

件 (ii) 知, 若 x ∈ Un(y) 且 x /∈ Un+1(y), 则 y ∈ Un(x) 且 y ∈ Un+1(x), 所以有 fx(y) = fy(x).
所以对任意 x, y ∈ X 可以定义 ρ(x, y) = fx(y). 显然 ρ(x, y) = fx(y) = fy(x) = ρ(y, x) (对
称性), 且当且仅当 y = x 时 ρ(x, y) = fx(x) = 0 (正则性). 对任意 x, y, z ∈ X, 设 ρ(x, y) =
1/n, ρ(x, z) = 1/m, 则 y /∈ Un(x), z /∈ Un(x) 所以由条件 (iii) 知 y /∈ Ubmn/(m+n)c(z), 所以

ρ(y, z) ≥ 1/bmn/(m + n)c ≥ 1/(mn/(m + n)).

所以

ρ(x, z) + ρ(y, z) ≥ 1/m + 1/(mn/(m + n)) ≥ 1/n ∗ (m + 2n)/m ≥ 1/n = ρ(x, y)

(三角不等式). 所以 ρ 是 X 的一个度量. 下面证明由 ρ 诱导的 X 的拓扑 Fρ 即为 F . 事实上
由 ρ 的定义知对任意 x ∈ X 和任意 n ∈ Z+ 有

B(x, 1/n) =
⋃

y,z∈X

{ρ(x, y) < 1/n} =
⋃
y∈X

{y ∈ Un(x)} = Un(x),
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而必要性中的讨论和引理 3.4可知
⋃

x∈X

{B(x, 1/n)}n∈Z+ 是 Fρ 的一个基,
⋃

x∈X

{Un(x)}n∈Z+ 是

F 的一个基, 所以 Fρ 和 F 存在相同的基, 所以 Fρ = F , 即 (X,F) 是可度量化空间, 证毕.
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THE NECESSARY AND SUFFICIENT CONDITION OF

TOPOLOGICAL SPACE BEING METRIZABLE
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Beijing 101408, China)

Abstract: In this paper, we study the necessary and sufficient condition that a topological

space is metrizable. By using the properties of countable open cover and metric space’s hereditary

and definition, we give two necessary and sufficient conditions that a topological space is metriz-

able, which promote the foundation of structuring metrizable space and determining whether a

topological space is metrizable.
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