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摘 要: 本文研究了 ℵ0-sn - 度量空间与度量空间之间的关系. 利用特殊映射, 获得了在序

列空间中下述命题等价: (1) 空间 X 是 ℵ0-sn - 度量空间; (2) 存在从度量空间 M 到 X 可数对

一、序列商、σ 映射 f ; (3) 存在从度量空间 M 到 X 可数对一、序列商、σ 映射 f 使得对每一个

x ∈ X,∂f−1(x) 是 σ - 紧. 推广了参考文献 [3, 4] 中的一些结果.
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1 引言

广义度量空间理论在一般拓扑学的研究中占据重要位置 [1]. 而映射又是处理广义度量空
间问题的重要手段之一. 本文在刘川等讨论了具有 ℵ0 - 弱基 [2] 的空间的基础上讨论了 ℵ0-sn
- 度量空间, 并得到了关于 ℵ0-sn - 度量空间及 ℵ0-sn - 弱第一可数空间的一些刻画 [3]. 该空
间是 ℵ0 - 弱第一可数空间的推广, 该推广很好的建立了 ℵ0 - 弱基与 cs∗ - 网之间的联系. 从
ℵ0-sn - 网的定义中不难看出当 n = 1 时, ℵ0-sn - 网就是 sn - 网, 同时作者也在文 [3] 中给出
了例子说明 ℵ0-sn - 网不是 sn - 网. 作者在文 [3] 中给出了 ℵ0-sn - 网的相关刻画, 在文 [4]
中给出了关于 ℵ0-sn - 度量空间的等价刻画. 本文将对该空间与度量空间之间的关系做进一
步的刻画.
本文所述空间均为正则 T1 的, 所有映射都是连续到上的. N 表示自然数, 对本文中没有

提及的概念和术语请参考参考文献 [5–8]. 首先回忆一些定义.
定义 1 设 f : X → Y 是一个映射. f 称为序列商映射 [9], 若对 Y 中的收敛序列 {yn},

则存在 X 中收敛于序列 {xn}, 使得每一 xn ∈ f−1(ynk
).

定义 2 空间 X 的子集族 B 称为 X 的一个 ℵ0 - 弱基 [2], 如果 B =
⋃{Bx(n) : x ∈

X , n ∈ N} 满足:
(1) 对每一个 x∈X, n∈N , Bx(n) 对有限交封闭并且 x∈∩Bx(n) ;
(2) U 是空间 X 的开集当且仅当对任意的 x∈X, n∈N , 存在 Bx(n)∈Bx(n) 使得

Bx(n)⊂U .
定义 3 P 是空间 X 的集族, P 称为 X 的 k - 网 [10], 如果对 X 的紧集 K⊂U∈τ , 则存

在有限集 P ′ ⊂ P, 使得K⊂∪P ′⊂U .
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定义 4 空间X 的子集族 B 称为X 的 ℵ0-sn - 网, 如果 B =
⋃{Bx(n) : x ∈ X ,n ∈ N}

满足:
(1) 对每一个 x∈X, n∈N , Bx(n) 对有限交封闭并且 x∈∩Bx(n);
(2) L 是空间 X 的收敛于 x 6∈ L 的序列, 则存在 L 的子序列 L′ 及 n0 ∈ N 对任意的

Bx(n0,m)∈ Bx(n0) 使得 L′ 终留于 Bx(n0).
类比 Sirois-Dumais [11] 的定义, 我们定义X 称为 ℵ0-sn - 弱第一可数空间, 若空间X 有

一个 ℵ0-sn - 网 B =
⋃{Bx(n) : x ∈ X , n ∈ N}, 对任意的 x∈X, n∈N , Bx(n) 是可数的.

空间 X 称为 ℵ0-sn - 度量空间, 若空间 X 有 σ - 局部有限 ℵ0-sn - 网.
若对每一个 n∈N 有 Bx(n)=Bx(1), 有 sn - 网的定义知 B 是 sn - 网.

2 主要结果

在文 [3] 中我们证明了空间 X 具有点可数 ℵ0-sn - 网当且仅当它是度量空间的可数到
一、序列商映像. 在文 [4] 中我们讨论了 ℵ0-sn - 网与可分度量空间之间的关系, 我们还讨论
了 ℵ0-sn - 度量空间与 ℵ0-sn - 若第一可数空间、ℵ0 - 空间及 ℵ - 空间之间的关系. 本文中我
们将在文 [3] 的基础上讨论更加一般性的问题并给出它们之间的一些刻画.
定义 2.1 [1] 映射 f : X → Y 称为有可数边界, 若对任意的 y∈Y , ∂f−1(y) 是可数集.
引理 2.2 [3] 在拓扑空间 X 中下述条件等价:
(1) X 是 ℵ0-sn - 度量空间;
(2) X 有 σ - 离散的 ℵ0-sn - 网;
(3) X 有 σ - 局部有限的 ℵ0-sn - 网;
(4) X 是 ℵ0-sn - 弱第一可数的 ℵ - 空间.
引理 2.3 [3] 令 P 是空间 X 的 σ - 遗传闭包保持子集族, 若 P 是 cs∗ - 网, 则 P 是空间

X 的 k - 网.
引理 2.4 [12] 设 f : X → Y , 若 Y 是序列空间且 f 是序列商映射, 则 f 是商映射.
引理 2.5 拓扑空间 X 是 ℵ0-sn - 弱第一可数空间当且仅当它是度量空间的序列商映像

且对任意的 x ∈ X, ∂f−1(x) 是可数集
证 设拓扑空间 X 是 ℵ0-sn - 弱第一可数空间.
令 B =

⋃{Bx(n) : x ∈ X , n ∈ N} 是空间X ℵ0-sn - 网. 对每一个 x ∈ X, n ∈ N , Bx(n)
是可数集, 不妨设 Bx(n)={Bx(n,m) : m ∈ N}. 令 Yx(n) 是拓扑空间 X 中除了点 x 外其它

点都是开集构成的集合, 因此 Yx(n) 有邻域基 {Bx(n,m) : m ∈ N}, 进而 Yx(n) 是度量空间
(例如很容易证明下面度量空间的拓扑和 Yx(n) 的拓扑是一致的.
当m 是使得 y ∈ Bx(n,m) 成立的最小整数时, 定义 d(y, x) = 1/m; 当 y1 6= x 且 y2 6= x

时, 定义 d(y1, y2)=d(y1, x)+d(y2, x)).
我们定义空间 Y 是互不相交的 Yx(n) 的全体构成的集合, 则 Y 是可数度量空间. 令 f

是 Y 到 X 的自然映射 (即把每一个点映为自身), 容易证明 f 是连续映射, 我们采用文 [3] 定
理 2.4 的方法证明 f 是序列商映射. 因为当 n 跑遍所有的自然数 N 时, ∂f−1(x) 是由每一个
Yx(n) 中的点 x 构成的, 所以 ∂f−1(x) 是可数集.
反之, 令 f :M−→X 是序列商映射且对任意的 x ∈ X,∂f−1(x) 是可数集. 由于M 是度

量空间. 取 ∂f−1(x)={x1, x2, · · · , xn, · · · }. 取 {Cx(n,m) : m ∈ N} 是点 xn 的邻域基. 取
Bx(n,m)=f(Cx(n,m)), 令 Bx(n)=∪{Bx(n,m) : m ∈ N}, 我们可以采用文 [4] 中定理 1 的证
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明方法证明 B=∪{Bx(n) : x ∈ X, n ∈ N} 是 ℵ0-sn - 网, 并且 Bx(n)=∪{Bx(n,m) : m ∈ N}
是可数集.
同样利用引理 2.5 的方法, 我们不难证明:
引理 2.6 拓扑空间 X 是 ℵ0-sn - 弱第一可数空间当且仅当它是度量空间的序列商映像

且对任意的 x ∈ X, ∂f−1(x) 是 σ - 紧集.
定理 2.7 在序列空间 X 中下述条件等价:
(1) 空间 X 是 ℵ0-sn - 度量空间;
(2) 存在从度量空间M 到 X 可数对一、序列商、σ 映射 f ;
(3) 存在从度量空间M 到X 可数对一、序列商、σ 映射 f 使得对任意的 x ∈ X, ∂f−1(x)

是 σ - 紧.
证 (1) ⇒ (2) 令 P =

⋃{Px(n) : x ∈ X , n ∈ N} 是空间 X 的 σ - 局部有限的 ℵ0-sn -
网. 对每一个 m ∈ N , Px(n)={Px(n,m) : m ∈ N} 有 Px(n,m + 1) ⊂ Px(n,m). 对每一个
n ∈ N , 记 P =

⋃{Pi : i ∈ N}, 其中对每一个 i ∈ N , Pi 是局部有限集且 Pi⊂Pi+1. 对每
一个 x ∈ X, 选择 i(x, n, m) ∈ N 使得 Px(n,m) ∈ Pi(x,n,m) 且 i(x, n, m)<i(x, n, m + 1). 当
i<i(x, n, 1) 时, 取 Bx(n,m) = X; 当 i(x, n, m)≤i<i(x, n, m + 1) 时, 取

Bx(n,m) = Px(n,m),

Bx(n) = {Bx(n, i) : i ∈ N},
B =

⋃
{Bx(n) : x ∈ X , n ∈ N},

则对每一个 x ∈ X,n ∈ N , 及 i ∈ N ,B 是空间 X 的 ℵ0-sn - 网满足 Bx(n, i + 1)⊂Bx(n, i) 且
Bx(n, i)∈Pi.
再记 Pi={Bα : α ∈ Ii}. 对每一个 i ∈ N , 赋予 Ii 离散拓扑, 根据文 [5] 拓扑空间中

的两个子集族 {Rn : n ∈ N} 和 {Qm : n ∈ N} 称为共尾的, 若对每一个 i ∈ N , 存在
n0 ∈ N 及 m0 ∈ N 使得 Rn0+i=Qn0+i. 令M = {α = (αi) ∈

∏
i∈N

Ii: 存在 xα ∈ X, n ∈ N

使得 {Bαi
: i ∈ N} 共尾于 Bxα

(n) 且 {Bαi
: i ∈ N} 是 xα 的网}. 定义 f : M → X 如下

f(αi) = xα. 因为对每一个 n ∈ N , Bx(n) 是点 x 的网, 则不难验证 f 定义合理且 f 是到上映

射, 容易验证M 是度量空间且 f 是连续的. 因为每一个 Pi 是局部有限的, 故 f 是可数对一

映射.
对每一个 i ∈ N , αi ∈ Ii, 令 D(α1, α2, · · ·, αn) = {β = (βi) ∈ M : βi ∈ αi, i ≤ n}

和 D = {D(α1, α2, · · ·, αn) : αi ∈ Ii, i ≤ n, n ∈ N}, 则容易证明 D 是空间 M 的基且

f(D(α1, α2, · · ·, αn)) = ∩Bα.
我们将证明 f 是序列商映射.
令 B = ∪{Bx(n) : x ∈ X, n ∈ N} 是 ℵ0-sn - 网. L 是 X 中收敛到点 x 6∈ L 的序列.

则对任意的 m ∈ N , 存在 L 的子列 L′ 及 n0 ∈ N 使得 L′ 终留于 Bx(n0,m) . 对每一个
i ∈ N 取 αi ∈ Ii 使得 Bαi

= Bx(n0, i). 令 α = (αi), 则 α ∈ M . 对每一个 k ∈ N , 令
nk = min{m ∈ N : xk 6∈ Bx(n0,m)}. 按如下的方式定义 zk = (βi(k)) ∈ ∏

i∈N

Ii 当 i < nk, 取

βi(k) ∈ Ii 使得 Bβi(k) = Bx(n0, i); 否则取 βi(k) ∈ Ii 使得 Bβi(k) = Bxk
(1, i − nk + 1). 则

{Bβi
(k) : i ∈ N} 共尾于 Bxk

(1), 从而 zk ∈ M 且 f(zk) = xk, 也就是说, 对每一个 i ∈ N 存

在 k0 ∈ N , 对任意的 k ≥ k0 有 xk ∈ Bx(n0, i) 因为 L′ 终留于 Bx(n0, i). 当 k ≥ k0 及 i < nk,
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由 nk 的定义, 有 βi(k) = αi, 也就是说在离散空间 Ii 中 {Bβi
(k) : i ∈ N} 收敛于 αi, 因此 zk

在M 收敛于 α. 因此, f 是序列商映射.
(2) ⇒ (3) 显然成立.
(3) ⇒ (1) 由引理 2.6 知 X 是 ℵ0-sn - 若第一可数空间, 又因为 X 是序列空间, 故由引

理 2.5 知 f 是商映射, 因为度量空间的商、σ - 像是 ℵ- 空间 [14], 再有引理 2.2 知 X 是 ℵ0-sn
- 度量空间.
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COUNTABLE TO ONE MAPS AND RELATED MATTERS

WANG Pei

(Department of Math. and Information Science, Yulin Normal University, Yulin 537000, China)

Abstract: In this paper, the connection between ℵ0-sn-metric spaces and metric spaces

is discussed by special mapping. The following results are equivalent in a sequential space: (1)

X is an ℵ0-sn-metric spaces; (2) There is a metric spaces M and countable to one、sequentially

quotient、σ map f : M → X; (3) There is a metric spaces M and countable to one、sequentially

quotient、σ map f : M → Xsuch that ∂f−1(x) is σ-compact for each x ∈ X. It is the generalization

of references [3, 4].
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