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摘要: 本文研究了幂效用函数下带有比例保本约束的最优投资组合选择问题. 利用拉格朗日乘

子和投资组合复制方法, 得到最优财富过程和最优投资组合, 推广了带有限制的投资组合的相关结果.
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1 引言

经典的连续时间投资组合管理一般被当作动态规划问题来研究, 其任务是为实现各种各
样的目标, 寻找其最优动态投资组合策略. 众多学者在此领域取得了很多有意义的结果, 如
Merton[1], Fleming[2], Karatzas[3] 等.
近年来, 基于现实投资中的各种约束是客观存在的, 越来越多的研究集中在带有各类限

制的投资组合优化问题. 如 Lakner[4] 研究了消费率和财富过程终值都有常数下限的情况下
的投资组合问题, 运用 Clark-Ocone 公式求得了最优投资组合策略. Jun[5] 研究了考虑带风

险价值限制的最优均值方差投资组合策略, 将经典的均值方差最优投资组合问题加入风险价
值限制来进行研究, 运用动态规划理论求得最优投资组合策略. Luo[6] 利用拉格朗日乘子和

HJB 方法研究了带有流动性限制的追踪目标财富过程的投资组合选择问题. Bielecki[7] 利用
风险中性方法研究了带有禁止破产约束的连续时间模型下均值方差投资组合选择问题. 本文
进一步考虑另一类带有限制的投资组合问题, 研究在幂效用函数下, 带有比例保本约束的最
优投资组合选择问题. 考虑在要求财富过程不低于比例保本过程的基准前提下, 如何来寻找
最优投资策略.
本文首先把问题分解成两个子问题来研究, 首先利用一组方程来求解拉格朗日乘子, 进

而得到最优财富过程; 然后利用投资组合来复制该过程, 从而得到最优投资策略. 通过本文的
讨论, 我们解决了幂效用函数下, 带有比例保本约束的最优投资组合选择问题, 求得了最优财
富过程和最优投资组合选择的表达式.

2 定义和模型
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设 (Ω,F , P ) 是一完备的概论空间, W (t) = (W1(t), · · · ,Wn(t)) 是 (Ω,F , P ) 上规范的 n

维布朗运动. {Ft}t≥0 是W (·) 生成的自然 σ- 域. T 为一预设的时间终值. L2
F([0, T ];Rd) 是满

足 E
∫ T

0
|x(t)|2dt < +∞ 的 Rd- 值,Ft 可适, 循序可测的随机过程 x(·) = {x(t); 0 ≤ t ≤ T} 组

成的集合. L2
F(Ω;Rd) 是满足 E(|η|2) < +∞ 的 Rd- 值, FT 可适的随机变量组成的集合.

假设市场上有 n + 1 种资产, 其中无风险资产的价格过程满足如下常微分方程:

{
dP0(t) = r(t)P0(t)dt, t ∈ [0, T ],
P0(0) = p0 > 0,

(2.1)

这里, 利率 r(t) 是一个 Ft 可适的一致有界随机过程.
n 个风险资产的价格过程 P (t) = (P1(t), · · · , Pn(t))T (T 为转置因子), 满足下述随机微

分方程: {
dP (t) = diag(µ(t))P (t)dt + σ(t)dW (t), t ∈ [0, T ],
P (0) = p0 = (p1, · · · , pn)T ,

(2.2)

其中, 增长率 µ(t) = (µ1(t), · · · , µn(t)) 和波动率 σ(t) = (σij(t))n×n 都是 Ft- 可适的一致有
界随机过程,“diag”表示对角矩阵.
本文要求财富过程满足 x(t) ∈ L2

F([0, T ];R), 可容许的投资组合满足

π(t) = (π1(t), · · · , πn(t))T ∈ L2
F([0, T ];Rn).

不失一般性, 我们这里假设 n = 1, 则财富过程 x(t) 满足随机微分方程 (SDE):

{
dx(t) = [r(t)x(t) + B(t)π(t)]dt + π(t)σ(t)dW (t), t ∈ [0, T ],
x(0) = x0 ≥ 0,

(2.3)

其中 B(t) = (µ(t)− r(t)).
定义 1 本文研究在幂效用函数下, 财富过程带有比例保本约束的条件下的最优投资组合

选择问题:

max
π(·)

E[U(x(T ))],

s.t.

{
x(t) ≥ x(t), a.s.,
(x(t), π(t)), 满足 SDE(2.3),

(2.4)

这里 U(x) = 1
γ
xγ(0 < γ < 1), 假设保本比例为 α(0 < α < 1), 则此比例保本下的无风险投资

收益过程 x(t) = αx0 exp(
∫ t

0
r(s)ds) 是 α 比例保本约束过程.

3 若干引理

引理 1 假设 x(t) 为可容许投资组合 π(t) 下的财富过程, x(t) = αx0 exp(
∫ t

0
r(s)ds) 为比

例保本约束过程. 则对于任意 t ∈ [0, T ], 有 x(T ) ≥ x(T ) a.s. ⇔ x(t) ≥ x(t) a.s. t ∈ [0, T ].
证 i) 必要性, ∀t ∈ [0, T ], x(t) ≥ x(t) a.s., t ∈ [0, T ], 显然 x(T ) ≥ x(T ) a.s. 成立.
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ii) 充分性, 假设 π(·) 是可容许的投资组合, x(·) 是满足 x(T ) ≥ x(T ) a.s. 条件下的
随机微分方程 (2.3) 的唯一财富过程. 记 ξ := x(T ) 为一个 F 平方可积的随机变量, 则
(x(·), z(·)) := (x(·), σ(·)π(·)) 满足下述倒向随机微分方程 (BSDE):

{
dx(t) = [r(t)x(t) + θ(t)z(t)]dt + z(t)dW (t), t ∈ [0, T ],
x(T ) = ξ,

(3.1)

其中 θ(t) = B(t)[σ(t)]−1.
应用 Karoui[8] 命题 2.2, 方程 (3.1) 存在唯一解:

x(t) = ρ(t)−1E[ρ(T )ξ|Ft] a.s. t ∈ [0, T ], (3.2)

其中

ρ(t) = exp{−
∫ t

0

[r(s) +
1
2
||θ(s)||2]ds−

∫ t

0

θ(s)dW (s)} a.s. t ∈ [0, T ]. (3.3)

若定义 ξ := x(T ) 或 ξ := x(T ), 得到

x(t) = ρ(t)−1E[ρ(T )x(T )|Ft] a.s. t ∈ [0, T ],或

x(t) = ρ(t)−1E[ρ(T )x(T )|Ft] a.s. t ∈ [0, T ].

因此, 如果 x(T ) ≥ x(T ) a.s., 则 x(t) ≥ x(t) a.s. t ∈ [0, T ].
引理 2 设 D ⊆ L2

F(Ω;R) 为一凸集, f 为 R 上的标量值凸函数, 且 a ∈ R, 对于任意给定
的 ξ ∈ L2

F(Ω;R), 研究如下两个问题 (3.4) 和 (3.5):

min
Y

E[f(Y )], s.t.

{
E[ξY ] = ai,

Y ∈ D.
(3.4)

min
Y
E {f(Y )− λξY } , s.t. Y ∈ D. (3.5)

如果 Y ∗ 是问题 (3.4) 的解, 则存在拉格朗日乘子 λ 使得 Y ∗ 也是问题 (3.5) 的解; 相
反的, 对于某个拉格朗日乘子 λ, 如果 Y ∗ 是 (3.5) 的解, 则 Y ∗ 也是问题 (3.4) 的解 (这里
a = E[ξY ∗]).
证 参见文献 Bielecki[7] 命题 4.1.

4 主要结果

由引理 1, 我们可用终点约束 x(T ) ≥ x(T ) 替代逐点约束 x(t) ≥ x(t). 因此, (2.4) 式问
题可简化为如下问题 (0 < γ, α < 1):

max
π(·)

E[
1
γ

(x(T ))γ ],

s.t.





x(T ) ≥ αx0 exp(
∫ T

0

r(s)ds) a.s.,

(x(·), π(·)), 满足 SDE(2.3).
(4.1)
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下面我们将证明问题 (4.1) 分解为如下两个子问题来求解. 第一个子问题是在所有可容
许的投资组合下的财富过程终值 x(T ) 中寻找效用最优的财富终值 X∗, 即

max
X

E[
1
γ

(X)γ ],

s.t.

{
X ≥ αx0 exp(

∫ T

0
r(s)ds) a.s.,

E[ρ(T )X] = x0.
(4.2)

第二个子问题是寻找最优投资组合策略 π∗(·) 来复制最优财富终值 X∗, 即假设 X∗ 是子

问题 (4.2) 的解, π∗(·) 满足如下随机微分方程:
{

dx(t) = [r(t)x(t) + B(t)π(t)]dt + π(t)′σ(t)dW (t), t ∈ [0, T ],
x(T ) = X∗.

(4.3)

定理 1 如果 (x∗(·), π∗(·)) 是问题 (4.1) 的最优解, 则 (x∗(·), π∗(·)) 满足方程 (4.3) 且
x∗(T ) 是问题 (4.2) 的最优解. 相反的, 如果 X∗ 是问题 (4.2) 的最优解, 则问题 (4.3) 有一个
解 (x∗(·), π∗(·)), 其也是问题 (4.1) 的最优解.
证 i) 假设 (x∗(·), π∗(·)) 是问题 (4.1) 的最优解. 则 (x∗(·), π∗(·)) 满足方程 (4.3), 由 (3.2)

式得 E[ρ(T )x∗(T )] = x0. 因此 x∗(T ) 是问题 (4.2) 的可行解. 我们假设问题 (4.2) 有另一可
行解 Y , 满足 E[ 1

γ
(Y )γ ] > E[ 1

γ
(x∗(T ))γ ].

事实上, 以 x(T ) = Y 为财富终值的随机微分方程 (3.1) 有唯一解 (x(·), z(·)). 令
π(t) = (σ(t))−1z(t), 则 (x(·), π(·)) 满足方程 (2.3). 进一步, 由 (3.2) 式和 Y 是问题 (4.2) 的
可行解, 得 x(0) = E[ρ(T )Y ] = x0. 因此我们得到 (x(·), π(·)) 是问题 (4.1) 的可行解. 进而有
E[ 1

γ
(x(T ))γ ] = E[ 1

γ
(Y )γ ] > E[ 1

γ
(x∗(T ))γ ], 这与 (x∗(·), π∗(·)) 是问题 (4.1) 的最优解相矛盾.

ii) 相反的, 假设 X∗ 是问题 (4.2) 的最优解. 通过求解方程 (4.3) 得到解 (x∗(·), π∗(·)),
显然其是问题 (4.1) 的可行解. 我们假设存在问题 (4.1) 的另一可行解 (x(·), π(·)) 使得
E[ 1

γ
(x(T ))γ ] > E[ 1

γ
(x∗(T ))γ ], 因此 x(T ) 是问题 (4.2) 的解且优于 X∗, 这与 X∗ 是问题 (4.2)

的最优解相矛盾.
定理 2 考虑如下问题:

min
X
E[ 1

γ
(X)γ + λρ(T )X],

s.t. X ≥ αx0 exp(
∫ T

0
r(s)ds) a.s..

(4.4)

假设 X∗ 是问题 (4.2) 的解, 则 ∃ λ, 使得 X∗ 也是问题 (4.4) 的解. 相反的, 对于某个 λ,
如果 X∗ 是问题 (4.4) 的解, 则 X∗ 也是问题 (4.2) 的解, 其中 x0 = E[ρ(T )X∗].
证 将引理 2 应用于子问题 (4.2) 可直接证得结论.
定理 3 假设存在 λ 满足 E{ρ(T )f(λρ(T ))} = x0, 其中

f(λρ(T )) = max((λρ(T ))1−γ , αx0 exp(
∫ T

0

r(s)ds)) (0 < γ < 1),

则 λ 是唯一存在解.
证 令 F (λρ(T )) := E{ρ(T )f(λρ(T ))}. 由于 x1−γ 是 (0,+∞] 上的一个单调减函数, 进

而得到 F (λρ(T )) 是一个关于 λ 的单调减函数. 因此 F (λρ(T )) = x0 存在唯一解.
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定理 4 存在唯一的拉格朗日乘子 λ 使得 (x∗(t), π∗(t)) 是问题 (4.1) 的最优解. 即最优财
富过程为

x∗(t) = x(t, St), (4.5)

最优投资组合选择为

π∗(t) = −(σ(t)σ(t)′)−1B(t)′
∂x(t, St)

∂St

St, (4.6)

其中

St = λρ(t) = λ exp
{
−

∫ t

0

[r(s) +
1
2
|θ(s)|2]ds−

∫ t

0

θ(s)dW (s)
}

,

x(t, St) = E
{

f
(
Ste

− ∫ T
t

[r(s)+ 1
2 |θ(s)|2]ds−∫ T

t
θ(s)dW (s)

)
e−

∫ T
t

[r(s)+ 1
2 |θ(s)|2]ds−∫ T

t
θ(s)dW (s)|Ft

}
.

证 i) 首先由定理 2 和定理 3 得, 存在唯一的拉格朗日乘子 λ, 其满足

E{ρ(T )f(λρ(T ))} = x0,

其中

f(λρ(T )) = max((λρ(T ))1−γ , αx0 exp(
∫ T

0

r(s)ds)), (0 < γ < 1).

令 X∗ = f(λρ(T )), 则 X∗ 为问题 (4.4) 的解, 进而为问题 (4.2) 的解.
ii) 利用定理 1, 我们知道要求解问题 (4.1) 只要求解问题 (4.2), 然后将 (4.2) 的解带入

方程 (4.3) 即可求得最优解. 因此, 我们只需求解下述随机微分方程 (x∗(·), π∗(·)) 满足如下
SDE: {

dx(t) = [r(t)x(t) + B(t)π(t)]dt + π(t)′σ(t)dW (t), t ∈ [0, T ],
x(T ) = f(λρ(T )).

(4.7)

令 St = λρ(t), 利用文献 El Karoui[8] 的结论, 得到

x∗(t) = ρ(t)−1E{f(λρ(T ))ρ(T )|Ft}
= E

{
f(λρ(T ))ρ(T )

ρ(t)
|Ft

}

= E
{

f(λρ(T ))ρ(T )
ρ(t)

|Ft

}

= E
{

f
(
λρ(t)e−

∫ T
t

[r(s)+ 1
2 |θ(s)|2]ds−∫ T

t
θ(s)dW (s)

)
e−

∫ T
t

[r(s)+ 1
2 |θ(s)|2]ds−∫ T

t
θ(s)dW (s)|Ft

}

= E
{

f
(
Ste

− ∫ T
t

[r(s)+ 1
2 |θ(s)|2]ds−∫ T

t
θ(s)dW (s)

)
e−

∫ T
t

[r(s)+ 1
2 |θ(s)|2]ds−∫ T

t
θ(s)dW (s)|Ft

}

:= x(t, St).
(4.8)

这样求得了问题 (4.1) 最优财富过程 (x∗(t), 接下来我们求解最优投资组合策略 π∗(t).
对 (4.8) 式中的 x(t, St) 应用 Ito 公式, 并将其漂移项和发散项与 (4.7) 式比较可得

π∗(t) = −(σ(t)σ(t)′)−1B(t)′
∂x(t, St)

∂St

St. (4.9)

通过本文的讨论, 我们解决了幂效用函数下, 带有比例保本约束的最优投资组合选择问
题 (2.4), 求得了最优财富过程和最优投资组合选择的表达式.
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