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五 角 子 空 间 格 的 性 质
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摘　要　本文证明了若L 为五角子空间格, 则 algL 和 alg (L ≥L ) 的每一非0单元

为秩1算子, 另外也考虑了L 和别的子空间格的序和所对应的代数中秩1算子和单元的关系.
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§1　引　言

在对子空间格的性质的研究中, 对五角格的研究是十分重要的. 从对五角格研究中, 可以

获得一些信息指导本文对于非模格以及元素较少格的研究. 本文中主要是研究L 为五角格时

a lgL 中非0单元 (sing le) 的性质. 另外也考虑了五角格和别的子空间格序和、序积[ 1 ]所对应的

代数的单元的性质. 若A 为一代数, S ∈A 称为单的, 如果 a , b∈A , aS b= 0蕴涵 aS = 0或 S b

= 0. 由单元的定义可知, 若 S 为代数A Α L (H ) 的秩1算子, S 必为单元, 反之不成立. 关于这

方面的例子可见[1 ].

本文中H 表示复H ilbert 空间, J (H ) 表示H 的闭子空间全体所构成的格. 若L Α J (H )

是 J (H ) 的完备子格并且包含 (0) 和 H , 则称L 为子空间格. 若L 为子空间格,M ∈L , 文中

用M - 表示∨{K ∈L :M ¾K }, J 表示集合{M : M - ≠H ,M ≠ (0) ,M ∈L }. 若 e, f ∈H , eá f

表示算子 x → (x , e) f (x ∈H ).

§2　几个结果

为了讨论五角子空间格L 的性质, 先证明下面对比较一般的子空间格也成立的几个引理

引理1　L 为一子空间格.

(1)　若∩{M - :M ∈J }= (0) ,A ∈a lgL 满足Π R ∈a lgL , rankR = 1, RA = 0, 则A = 0.

(2)　若∨{M :M ∈J }= H ,A ∈a lgL 满足Π R ∈a lgL , rankR = 1,A R = 0, 则A = 0.

证明　 (1) ΠM ∈J , Π e∈ (M - ) ⊥
, Π f ∈M , Π x ∈H . 由引理3. 1

[ 2 ]可知 eá f ∈a lgL , 因

此 eá f A x = (A x , e) f = 0. 故A H ΑM - . 由M 为 J 中任意元可知A H Α ∩{M - :M ∈J }= (0) ,

因此A = 0.
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(2)　可类似于 (1)证明. □

引理2　若L 为子空间格满足∩{M - :M ∈J }= (0) , ∨{M :M ∈J }= H , 则 S ∈a lgL 是

单的充要条件是对 a lgL 中任意的秩1算子 R 1, R 2条件R 1S R 2= 0蕴涵 R 1S = 0或 S R 2= 0.

证明　仅需证明充分性. 若A , B ∈a lgL , A SB = 0, 如果A S ≠0, 由引理1可知存在 a lgL
中的秩1算子 R 1满足R 1A S ≠0, 但是对 a lgL 中的任何秩1算子 R 2, 有 R 1A SB R 2= 0. 因为 R 1A

和B R 2的秩都不超过1, 由已知条件可知 SB R 2= 0, 再由引理1可知 SB = 0. □

引理3　若L 为子空间格满足∩{M - :M ∈J }= (0) , ∨{M :M ∈J }= H , S 为 a lgL 中单

的非0元, 则

(1)　存在M ∈J 有 S ûM ≠0并且若M ∈J , S ûM ≠0, 则 S ûM 是秩1算子.

(2)　存在M ∈J 有 S
3 û (M - ) ⊥≠0并且若L ∈J , S

3 û (L - ) ⊥≠0, 则 S
3 û (L - ) ⊥为秩1算子.

证明　 (1) 由 H = ∨{M :M ∈J }, S ≠0可知存在M ∈J 满足 R S ≠0. Π x , y ∈M , 不妨设

S x 和 S y 全不为0, 由R S 为秩1算子可知存在复数 Κ, Λ满足

R S (Κx + Λy ) = ΚR S x + ΛR S y = 0.

Π e∈ (M - ) ⊥, 因为 eá (Κx + Λy )∈a lgL , 所以

R S [eá (Κx + Λy ) ]= 0.

由 S 是单的可知

S [eá (Κx + Λy ) ]= eá (ΚS x + ΛS y ) = 0,

故 S x 和 S y 是线性相关的, 即 S ûM 为秩1算子.

( 2) 　由于 S
3 ≠0, ∨{ (M - ) ⊥

:M ∈J }= H , 可知存在M ∈J 有 S
3 û (M - ) ⊥≠0, 类似于 (1)

可证 (2).

下文中所谈到的五角子空间格L = { (0) , K ,M ,N , H }的H asse 图如右图所
·
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·

·
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　示. 这时 J = {K ,M }, K - = N ,M - = K , ∨{L : L ∈J }= K ∨M = H , ∩{L - : L ∈J }

= N ∩K = (0). 关于五角子空间格的例子和它的自反性的讨论, 读者可参见 [ 4,

5 ].

引理4　L 为五角子空间格, S 是 a lgL 中单的非0元.

(1)　若 S ûM ≠0, 则 S (H ) Α N .

(2)　若 S û K ≠0, 则 S (H ) Α K.

证明　 (1) 任取 a∈M 满足 S (a)≠0, Π b∈ (M - ) ⊥
= K

⊥且 b≠0. 对于Π n∈K , Πm

∈ (K - ) ⊥
= N

⊥ΑM
⊥

, 由于

m á nS bá a= (S (a) ,m ) bá n= 0,

以及 S bá a≠0, 有m á nS = 0, 即 S (H ) Α (N
⊥) ⊥

= N .

(2)　任取 a∈K 满足S (a)≠0, Π b∈ (K - ) ⊥= N
⊥且 b≠0. Πm ∈M , Π n∈ (M - ) ⊥= K

⊥,

由于

ná m S bá a= (S (a) , n) bá m = 0,

S 是单的且 S bá a≠0, 故 S (H ) Α (K
⊥) ⊥= K. □

关于下面引理的证明可见[1 ].

引理5　若 H 0是 H 的范数稠的子空间, A ∈L (H ) , A ûH 0是有限秩算子, 则 A (H 0 ) =

A (H ).
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下面证明本文中的几个主要结果.

定理6　若L 为五角子空间格, 则 a lgL 中的元 S 是非0单元的充要条件是: S 是 a lgL 中

的秩1算子.

证明　充分性是显然的. 下证必要性. 若 S 是 a lgL 中单的非0元, 由引理3可知存在L ∈J

有 S ûL ≠0, S ûL 为秩1算子.

( i)　若L = K 时, 由引理4可知 S (H ) Α K , 因此 S (M ) Α K ∩M = (0). 这时

S (span{x , y ûx ∈K , y∈M }) Α S (K ).

由引理5可知 S (K ∨M ) = S (H ) Α S (K ) , 所以 S 是秩1算子.

( ii)　若L = M 时, 由引理4知 S (H ) Α N , 因此 S (K ) Α K ∩N = (0). 故

S (span{x , y ûx ∈K , y∈M }) Α S (M ).

由引理5知 S (K ∨M ) = S (H ) Α S (M ) , 故 S 是秩1算子. □

命题7　若L 1和L 2分别为H 1和H 2的子空间格, 其中之一为 nest, 另一个满足∨{M :M

∈J }= H , ∩{M - :M ∈J }= (0) , 则 a lg (L 1+ L 2)中每一非0单元为秩1算子.

证明　假设 S 为 a lg (L 1+ L 2)中的非0单元.

( i) 　若L 2为 nest, 令H 0= span{x : x ∈H 1Ý M ,M ∈L 2,M - ≠H 2,M ≠ (0) }. 由于L 2为

nest, 有 H 0在 H 1Ý H 2中是范数稠的. Π x , y ∈H 0, 下证 S x 和 S y 是线性相关的. 由于 x , y ∈

H 0可知存在M ∈L 2,M - ≠H 2有 x , y ∈H 1 Ý M , 易验证L 1 + L 2满足引理3的条件, 这样 S

ûH 1Ý M 的秩≤1, 因此 S x 和 S y 是线性相关的. 由引理5知 S 是秩1算子.

( ii) 　若L 1为 nest 时, 令 H� = span {x : x ∈ (K - ) ⊥, K ∈L 1 + L 2, K ≠ (0) , K - ≠H 1 Ý
H 2}, 由L 1和L 2的性质可知H� 在H 中是范数稠的. 相似于 ( i)可证明 S ûH�是秩1算子, 由引理

5可知 S 为秩1算子. □

注　1°　命题7改进了定理4. 2
[ 1 ]

. 事实上有很多子空间格满足∨{M : M ∈J } = H ,

∩{M - :M ∈J }= (0)不是分配的, 因此不是完全分配的. 五角子空间格就是一明显的例子.

2°　若 T ∈L (H ) , 0∈Ρ(T ) , 0| Π(T ) (Π(T ) 表示 T 的近似点谱的全体) ,L 为 H 的子空

间格满足H = ∨{M :M ∈J }, (0) = ∩{M - : M ∈J }, 令L�= {TL , H }, 由命题7可知 a lgL� 中

任一单元为0或秩1算子.

定理8　若L 为子空间格满足∩{M - :M ∈J }= (0) , ∨{M :M ∈J }= H , 则 a lg (L ≥L )

中任意非0单元为秩1算子的充要条件是 a lgL 中任意非0单元为秩1算子.

证明　若 a lg (L ≥L ) 中每一非0单元为秩1算子, 如果 S 是 a lgL 中非0单元, 这时

S 0

0 0
为 a lg (L ≥L )中非0单元, 故 S 是秩1算子.

反之, 若
S T

0 U
是 a lg (L ≥L )中非0单的, 易证 S , T ,U 分别是 a lgL 中单的. 由于

0 0

0 I

S T

0 U

I 0

0 0
= 0,

可知 a lg (L ≥L )中的单元必为下面形式的元之一,

r1 =
S 0

0 0
, r2 =

0 T

0 0
, r3 =

0 0

0 U
,
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r4 =
S T

0 0
, r5 =

0 T

0 U
.

由已知易证 r1, r2, r3为秩1算子. 下证 r4和 r5也为秩1算子. 先考虑 r4, 若S = x á y , T = m á n

, 下证 T + S 为秩1算子. 若不然, 由已知条件可知存在A , B ∈a lgL 满足A (S + T )B = 0, 但是

A (S + T )≠0, (S + T )B ≠0. 这时有

　　
A 0

0 0

S T

0 0

0 B

0 B
= 0, 　

A 0

0 0

S T

0 0
≠0, 　

S T

0 0

0 B

0 B
≠0,

这与
S T

0 0
是单的矛盾. 故 S + T 为秩1算子. 下证 y 和 n 是线性相关的. 若不然, 因为 S + T

= x á y + m á n 为秩1算子, 这样 x 和m 就线性相关, 不妨设 x = Κm. 由于∩{K - : K ∈J }=

(0). 故存在 K ∈J , p ∈ (K - ) ⊥满足 (y , p ) = 1, Π q∈K , p á q∈a lgL 且

p á q 0

0 0

S T

0 0

0 (n , p ) I

0 0
= 0.

由于
p á q 0

0 0

S T

0 0
≠0和

S T

0 0
是单的, 可知

S T

0 0

0 (n , p ) I

0 - ΚI
= 0,

因此 (n , p )S - ΚT = 0= (n , p ) x á y - Κm á n= (n , p ) x á y - x á n , 这与 y 和 n 线性无关矛盾.

令 y = tn 时,

S T

0 0

Χ
Ξ

=
x á ( tn) m á n

0 0

Χ
Ξ

= [ t (Χ, x ) + (Ξ,m ) ]
n

0
.

因此
S T

0 0
为秩1算子.

对于证明 r5也为秩1算子, 相似于 r4的证明可证 T + U 为秩1算子. 若 T = m á n , U = Χá Ξ
时, 用条件∨{M :M ∈J }= H 可证明m 与 Χ是线性相关的. 不妨设m = ΚΧ, 这时

0 T

0 U

x

y
=

0 ΚΧá n

0 Χá Ξ
x

y
= (y , Χ)

Κn

Ξ
,

因此
0 T

0 U
是秩1算子. 综合上面的情况可知 a lg (L ≥L )中非0单元必为秩1算子. □

推论9　若L 为五角子空间格, 则 a lg (L ≥L )中非0单元为秩1算子.

作者对王声望教授的指导和帮助表示衷心感谢.
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Som e Properties of Pen tagon Subspace Lattices

L i J ianku i
(D ep t. of M ath. , U niversity of Science and T echno logy of Ch ina, H efei 230026)

Abstract

In th is paper, w e p rove tha t if L is a pen tagon sub space la t t ices, then every nonzero

sing le elem en t of a lgL is rank one. W e also con sider sing le elem en ts of a lg (L ≥L ) and ob2
ta in som e o ther resu lts.

Keywords　pen t tagon sub space la t t ice, rank one opera to r, sing le elem en t.
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