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摘　要　本文研究捕食者种群具有线性密度制约的一类稀疏效应下捕食2被捕食者

系统 xα= x (ax - cx 3- by ) , yα= y (- Α+ Βx - Χy ). (3 )得到: (1)当A 1< Aϖ1, A 2< Aϖ2, A 3> Aϖ3时,

系统 (3 )在第一象限内存在极限环; (2)当A 2< A�2, A 3> A�3时, 系统 (3 )在第一象限内存在唯

一极限环.
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1　引　言

捕食与被捕食者种群增长可用L o tka2V o ttera 模型: xα= ax (1 - kx ) - bx y , yα= y (- Α+

Βx ) 描述, 其中 a , b, k , Α, Β皆为具有一定生物意义的非负常数[ 1 ]. 但是人们在长期的研究中发

现, 这个方程作为描述有些种群的模型还不够完善. 因此 Kuno
[ 2 ] 提出考虑具有稀疏效应下的

相对增长率, 即以 b (x ) = ax 2ö(sx + x 2) 来代替含有被捕食者种群的常数增长率 a 的项 ax. 这

样上述模型可表示为 xα= ax 2ö(sx + x 2) - akx 2 - bx y , yα= y (- Α+ Βx ) , 这里 sx 为稀疏系

数, 它表示稀疏效应下的强度. 当 sx 比被捕食者种群容纳量 1ök 充分大时, 这个模型可简化为

xα= x (ax - cx 3 - by ) , yα= y (- Α+ Βx ).

本文与文[3 ] 不同之处是考虑捕食者种群具有线性密度制约, 因此上述模型可表示为:

xα= x (ax - cx 3 - by ) ,

yα= y (- Α+ Βx - Χy ).
(1)

作变换 x = Λxθ , y = Κyθ, t = ΧΣ, 令 ΑΧ= 1, ΒΛΧ= 1, ΧΚΧ= 1, 记A 1 = aöΒ,A 2 = cΑ2öΒ3,

A 3 = böΧ. 记 xθ, yθ, Σ仍为 x , y , t 得

xα= x (A 1x - A 2x 3 - A 3y ) ,

yα= y (- 1 + x - y ).
(2)

记R = { (x , y ) ûx > 0, y > 0}, Rϖ = { (x , y ) ûx ≥ 0, y ≥ 0}.
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2　 平衡点分析

解方程 (A 1x - A 2x 3) öA 3 = x - 1, 得 x 3 + p x + q = 0, 其中 p = (A 3 - A 1) öA 2, q =

- A 3öA 2. 设 ∃ = (qö2) 2
+ (p ö3) 2

= A
2
3ö4A

2
2 + (A 3 - A 1) 3ö27A

3
2 > 0, 当A 3 > A 1 时. 即当 ∃

> 0 时, 方程 x 3 + p x + q = 0 有一个实根 x 3 =
3

- qö2 + ∃ +
3

- qö2 - ∃ . 当A 2

< 4[ (3A 1A 3 (A 3 - A 1) ) + A
3
1 ]ö27A

2
3 时, x 3 = (A 3ö3A 2

3 ∃ ) + O (3 ) > 1, 其中O (3 ) 为皮

亚诺余项. y 3 = x 3 - 1 > 0

当A 2 < A 1 < A 3,A 2 < 4[ (3A 1A 3 (A 3 - A 1) ) + A
3
1 ]ö27A

2
3 时, 系统 (2) 在Rϖ 上有三个平

衡点, R 0 (0, 0) 为鞍结点; R 1 ( A 1öA 2 , 0) 为鞍点; R 2 (x 3 , y 3 ) 其中 x 3 =
3

- qö2 + ∃ +
3

- qö2 - ∃ > 1, y 3 = x 3 - 1 > 0. R 2 (x 3 , y 3 ) 的特征方程为

　Κ2
+ (3A 2x

3 3

- A 1x
3 + y

3 ) Κ+ x
3

y
3 (A 3- A 1+ 3A 2x

3 2

) = 0,

　q= x
3

y
3 (A 3- A 1+ 3A 2x

3 2

) > 0　 (因A 3> A 1) ,

　p = 3A 2x
3 3

- A 1x
3 + y

3 = 3 (A 1x
3 - A 3y

3 ) - A 1x
3 + y

3 (因A 1x
3 - A 2x

3 3

- A 3y
3 = 0) ,

= 2A 1x
3 + (1- 3A 3) x

3 + 3A 3- 1 (因 y
3 = x

3 - 1)

= (2A 1+ 1- 3A 3) x
3 + 3A 3- 1.

令 p = 0, 得 xδ3
= (3A 3 - 1) ö(3A 3 - 2A 1 - 1) > 1, 当A 3 > (2A 1 + 1) ö3 时. 当A 1 <

[ (3A 3 - 1) (A 3 - 3A 2
3 ∃ ) ]ö2A 3 时, x 3 > xδ3

. 当 x 3 > xδ3 时, p < 0, q > 0, R 2 (x 3 , y 3 ) 为

不稳定平衡点; 当 x 3 < xδ3 时 p > 0, q > 0, R 2 (x 3 , y 3 ) 为稳定平衡点. 设

　　　Aϖ1 = m in{A 3, [ (3A 3 - 1) (A 3 - 3A 2
3 ∃ ]ö2A 3},

　　　Aϖ2 = m in{A 1, 4[ (3A 1A 3 (A 3 - A 1) ) + A
3
1 ]ö27A

2
3},

　　　Aϖ3 = m ax{A 1, (2A 1 + 1) ö3}.

3　 极限环存在性

定理 1　 当A 1 < Aϖ1,A 2 < Aϖ2,A 3 > Aϖ3 时, 系统 (2) 在R 内存在极限环.

证明　构造 Po incare2Bendison 环域如图 1 所示.

线段R 1C: x = A 1 ö A 2 , 设

　　　　　L R 1C = x - A 1 ö A 2 ,
dL R 1C

d t L R 1C = 0
= - A 3y < 0

系统 (2) 的轨线经过线段R 1C 时自外向内的.

线 段 CD : y = - 1öA 3 õ x + k , 设 L CD = y + 1öA 3 õ x - k ,
dL CD

d t L CD = 0
=

d y
d t

+
1

A 3

d x
d t L CD = 0

< A 1öA 3õA 1öA 2 + 1öA 3õ A 1 ö A 2 - k - A 2öA 3õ x 4 - (- x öA 3 +
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k ) 2
< 0.

当A
2
1öA 2A 3 + A 1 öA 3 A 2 - k < 0 时, 系统 (2) 的轨线经过线段CD 时自外向内的.

图 1

　 线段 D O : x = 0 为积分直线; 线段 O R 1: y = 0 为积分直线. 于是 O R 1CD O 构成

Po incare2Bendison 环域, 系统 (2) 的轨线在闭曲线OR 1CD O 的边界曲线上 (除去自身的轨线

外 ) 都具有自外向内的性质. 而在环域内部 R 2 (x 3 , y 3 ) 为唯一的不稳定的平衡点. 所以在

O R 1CD 围成的区域内, 系统 (2) 至少存在一个极限环.

4　 极限环的唯一性

定理 2　 当A 2 < A�2,A 3 > A�3 时, 系统 (2) 在R 内存在唯一极限环. 其中

　　A
�

2 = m in A 1, 4[ (3A 1A 3 (A 3 - A 1) ) + A
3
1 ]ö27A

2
3,

　　　　　　　　　　A
3
1 (A 3 - 1) 3ö[A

2
3 (3A 3 - 1) 3

],

　　　　　　　　　　
4

A 1A
3
3 (A 3 - 1) (3A 3 - 2A 1 - 1) 2ö(3A 3 - 1) 3 ,

　　A
�

3 = m ax{1,A 1, (2A 1 + 1) ö3}.

证明　首先将 (2) 化为广义L ienard 方程, 为此将 (2) 改写为

xα= f 0 (x ) - f 1 (x ) y ,

yα= g 1 (x ) y + g 2 (x ) y
2,

(3)

其中 f 0 (x ) = A 1x 2 - A 2x 4, f 1 (x ) = A 3x , g 1 (x ) = x - 1, g 2 (x ) = - 1. 作一系列变换:

　　Γ= f 0 (x ) - f 1 (x ) y , x = x ;

　　v = Γexp∫
x

x 3 Ω2 (s) d s, x = x , d Σ= exp (- ∫
x

x 3 Ω2 (s) d s) d t,

则 (3) 化为

　　

d x
d Σ = v ,

d v
d Σ = - Ω0 (x ) exp (2∫

x

x 3 Ω2 (s) d s) - Ω1 (x ) exp∫
x

x 3 Ω2 (s) d sõ v ,

(4)
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其中 Ω0 (x ) = f 0g 1 + f
2
0g 2öf 1, Ω1 (x ) = - f ′

0 - g 1 + (f ′
1f 0 - 2f 0g 2) öf 1, Ω2 (x ) = (g 2 -

f ′
1) öf 1. 再令 u = v - f 0 (x ) exp∫

x

x 3 Ω2 (s) d s + f 0 (x 3 ) , x = x , 则 (4) 化为

　　　

d x
d Σ = u + f 0 (x ) exp∫

x

x 3 Ω2 (s) d s - f 0 (x 3 ) ,

d u
d Σ = (g 1 + f 0g 2öf 1) exp∫

x

x 3 Ω2 (s) d s (u - f 0 (x 3 ) ).

(5)

显然, 上述一系列变换在区域 x > 0 内是非奇异的. 区域R 在一系列变换之下变为 x > 0, u <

f 0 (x 3 ). 在此区域内再作变换 y = ln (1 - uöf 0 (x 3 ) ) , x = x , f 0 (x 3 ) d Σ= - d t, 则 (5) 化为

xα= 5 (y ) - F (x ) ,

yα= - g (x )
(6)

其中

5 (y ) = e
y

- 1, F (x ) = f 0 (x ) öf 0 (x 3 ) exp∫
x

x 3 Ω2 (s) d s - 1, g (x )

= [ (g 1f 1 + f 0g 2) öf 1f 0 (x 3 ) ]exp∫
x

x 3 Ω2 (s) d s.

显然, 这一变换在 x > 0, u < f 0 (x 3 ) 内是非奇异的. 在上述一系列变换之下, 平衡点 R 2 (x 3 ,

y 3 ) 变为R 2 (x 3 , 0).

下面验证 (6) 满足文[4 ] 的唯一性定理. 经计算

f (x ) = F′(x ) = [ (A 2 - 3A 2A 3) x 3 + A 1 (A 3 - 1) x ]öA 3f 0 (x 3 ) exp∫
x

x 3 Ω2 (s) d s.

g (x ) = [A 2x 3 + (A 3 - A 1) x - A 3 ]öA 3f 0 (x 3 ) exp∫
x

x 3 Ω2 (s) d s

f 0 (x 3 ) = A 1x 3 2

- A 2x 3 4

= A 3x 3 y 3 > 0.

设 Ω(x ) = A 2x 3 + (A 3 - A 1) x - A 3, 因为 Ω′(x ) = 3A 2x 2 + A 3 - A 3 > 0, 且 Ω(x 3 ) = A 2x 3 3

+ (A 3 - A 1) x 3 - A 3 = 0, 所以当 x > x 3 时 Ω(x ) > 0, 即当 x ≠ x 3 时 (x - x
3 ) g (x ) > 0.

设G (x ) = ∫
x

x 3 g (x ) d x = x 3

1+ A 3
A 3 öA 3f 0 (x 3 ) [A 2A 3ö(3A 3 - 1) (x

(3- 1
A 3

)

- x 3
(3- 1

A 3
)

) + (A 3 (A 3 -

A 1) ) ö(A 3 - 1) (x
1- 1

A 3 - x 3
1- 1

A 3 ) + A
2
3 (x

- 1
A 3 - x 3

1
A 3 ) ], 当x →+ ∞时, G (+ ∞) = + ∞. f (x 3 )

= x 3 [ (A 2 - 3A 2A 3) x 3 2

+ A 1 (A 3 - 1) ]öA 3f 0 (x 3 ). 设 Ω(x ) = - A 2 (3A 3 - 1) x 2 + A 1 (A 3 -

1) , 令 Ω(x ) = 0, 设正根为 x�3
= A 1 (A 3 - 1) ö(A 2 (3A 3 - 1) ) , 易证当 A 2 < (A

3
1 (A 3 -

1) 3) ö(A
2
3 (3A 3 - 1) 3) 时, x�3

> x
3
. 所以当 xδ3

< x 3 < x�3 时, Ω(x 3 ) > 0, 从而 f (x 3 ) =

x 3 Ω(x 3 ) ö(A 3f 0 (x 3 ) ) > 0. 又有 5 (0) = 0, 5′(y ) = e
y > 0,

d (f (x ) ög (x ) )
d x

= p (x ) ö[A 2x 3 + (A 3 - A 1) x - A 3 ]
2
,

其中 p (x ) = - A 2A 3 (3A 3 - 2A 1 - 1) x
3

+ 3A
2
2 (3A 3 - 1) x 2 - A 1A 3 (A 3 - 1) , x 1 = 0 为 y =

p (x ) 的极小值点, 极小值p (0) = - A 1A 3 (A 3 - 1) < 0, 当A 3 > 1时; 极大值p (x 2) = [A
4
2 (3A 3

- 1) 3 - A 1A
3
3 (A 3 - 1) (3A 3 - 2A 1 - 1) 2 ]ö[A

2
3 (3A 3 - 2A 1 - 1) ]2 < 0, 当 A 2 <

4

A 1A
3
3 (A 3 - 1) (3A 3 - 2A 1 - 1) 2ö(3A 3 - 1) 3 时, 其中x 2 = A 2 (3A 3 - 1) ö(A 3 (3A 3 - 2A 1 -
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1) ) > 0. 故当 x > 0 时, p (x ) < 0. 记

　　A�2 = m in A 1, 4[ (3A 1A 3 (A 3 - A 1) ) + A
3
1 ]ö27A

2
3,

　　　　　　　　　　 (A
3
1 (A 3 - 1) 3) ö(A

2
3 (3A 3 - 1) 3) ,

　　　　　　　　　　
4

(A 1A
3
3 (A 3 - 1) (3A 3 - 2A 1 - 1) 2) ö(3A 3 - 1) 3 ,

　　A�3 = m ax{1,A 1, (2A 1 + 1) ö3}.

当A 2 < A�2,A 3 > A�3 时 d (f (x ) ög (x ) ) < 0
[ 5 ]. 至此由文[4 ] 的定理知系统 (6) 也就是系统 (2)

在R 内至多有一个极限环, 再由定理 1 知系统 (2) 在R 内存在唯一的极限环.
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Ex istence and Un iqueness of L im it Cycle about Predator-Prey
System with Sparssing Effect
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Abstract

A p redato r2p rey m odelw ith sparrssing effect is con sidered as fo llow s: xα= x (ax - cx 3 -

by ) ; yα= y (- Α+ Βx - Χy ) (3 ) . T he m ain resu lt is as fo llow s: (1) w hen A 1 < Aϖ1,A 2 < Aϖ2,

A 3 > Aϖ3, there a t leastn ex ists a lim it cycle of the system (3 ) ; (2) w hen A 2 < A�2,A 3 > A�3,

there ex ists un ique lim it cycle of the system (3 ).

Keywords　lim it cycle, equ ilib rium po in ts, system , un iqueness, ex istence.
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