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一致凸 Banach 空间中渐近非扩张映象的
几乎轨道的渐近行为

Ξ

曾　六　川
(上海师范大学数学系, 200234; 复旦大学数学所, 上海200433)

摘　要　设 X 是有 F réchet 可微范数的一致凸Banach 空间, C 是 X 的有界闭凸子

集, T : C→C 是一个渐近非扩张映象. 证明了, 如果{x n: n≥1}是 T 的几乎轨道, 则序列{x 0}弱

几乎收敛到集合∩
∞

n= 1
co{x i: i≥n}∩F (T )的唯一点, 其中, F (T )是 T 的不动点集.
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设 X 是一致凸Banach 空间, X
3 为 X 的对偶空间, x

3 ∈X
3 在 x ∈X 的值, 记成〈x , x

3 〉.

设C 是 X 的非空有界闭凸子集, T 是从C 到自身的映象. 称 T 是渐近非扩张映象, 若 T 满足

条件úT
n
x - T

n
y ú≤L núx - y nú , n≥1, x , y ∈C , 其中 lim

n→∞
L n= 1. 称{x n}是 T 的几乎轨道[ 5 ] , 若 lim

n→∞

[ sup
m ≥0

úx n+ m - T
m

x nú ]= 0. 记 T 的不动点集为 F (T ) , 即 F (T ) = {x ∈C: T x = x }. 符号“→”、“_ ”

分别表示强收敛、弱收敛. 记{x n}的子序列的弱极限点集为W w ({x n}). 本文, 把 T an, Xu [ 4 ]的定

理推广到了一致凸Banach 空间中渐近非扩张映象的几乎轨道的情况.

引理1
[ 4 ]　对任意 x , y ∈C , 极限 lim

n→∞
úT

n
x - T

n
y ú存在, 且ú T

m
x - T

m
y ú≥ lim

n→∞
ú T

n
x - T

n
y ú ,

Πm ≥0.

引理2
[ 1 ]　设C 是一致凸Banach 空间的有界闭凸子集, 则存在严格递增的连续凸函数 g :

[ 0, ∞)→[0, ∞)满足: g (0) = 0, 且

g (úT (∑
n

i= 1
Κix i) - ∑

n

i= 1
ΚiT x iú ) ≤ m ax

1≤i, j≤n
(úx i - x j ú - úT x i - T x j ú ) ,

其中, T : C→X 是非扩张映象, x 1, ⋯, x n∈C , Κ1, ⋯, Κn≥0且 Κ1+ Κ2+ ⋯+ Κn= 1.

引理3
[ 4 ]　设 C 是一致凸Banach 空间 X 的有界闭凸子集, {x k }是使得 x k _ x 的 C 中序

列, 且lim
n

lim
k

úx k - T
n
x k ú= 0, 则 x = T x.

引理4　设{x n: n≥1}与{y n: n≥1}是 T 的几乎轨道, 则极限 lim
n→∞

úx n- y nú存在.

引理5　设{x n: n≥1}与{y n: n≥1}是 T 的几乎轨道, 则对Π Ε> 0, 存在m 0≥1, n0≥1 (m 0与

{x n: n≥1}, {y n: n≥1}无关) , 使得不等式成立:

úT
m (Κx n+ Λy n) - (ΚT

m
x n+ ΛT

m
y n) ú< Ε,
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对Πm ≥m 0, Π n≥n0, Π Κ, Λ≥0: Κ+ Λ= 1.

引理6　设 X 是具有 F réchet 可微范数的一致凸Banach 空间, C 是 X 的有界闭凸子集,

T : C→C 是渐近非扩张映象, {x n: n≥1}是 T 的几乎轨道, 则集∩
∞

n= 1
co{x m : m ≥n}∩F (T ) 至多是

单点集.

引理7　设 C 是一致凸Banach 空间 X 的有界闭凸子集, T : C →C 是渐近非扩张映象,

{x n: n≥1}是 T 的几乎轨道, 则对每个整数 n≥1, 任意正数 Ε> 0, 存在 in 与 k 0 ( in , k 0分别只依赖

于 n , Ε)使得

úT
k ( 1

n ∑
n- 1

j = 0
x j + i) -

1
n ∑

n- 1

j= 0
T

k
x j + iú ≤ (1 + Ε) õ g

- 1 ( 1
n

+ Εd ) , Π k ≥ k 0, Π i ≥ in ,

其中 g 是由引理2给出的函数, d 是C 的直径.

定义[ 3 ]　称序列{x n}弱几乎收敛到 x , 若 1
n ∑

n- 1

i= 0
x i+ k _ x 关于 k = 0, 1, 2, ⋯一致地成立.

定理1　设 X 是具有 F réchet 可微范数的一致凸Banach 空间, C 是 X 的有界闭凸子集,

T : C→C 是渐近非扩张映象. 若{x n: n≥1}是 T 的几乎轨道, 则{x n}弱几乎收敛到集∩
∞

n= 1
co{x i: i

≥n}∩F (T )的唯一点.

证 明　首先, 由 Goebel, K irk [ 2 ] 知, F (T ) 非空. 据引理 7, 得到 úT
k ( 1

n ∑
n- 1

j= 0
x j+ in

) -

1
n ∑

n- 1

j= 0
T

k
x j+ inú ≤ (1 + Ε) õ g - 1 ( 1

n
+ Εd ) , Π k ≥ k 0, Π n ≥ 1. 注意到

ú 1
n ∑

n- 1

j = 0

T
k
x j+ in -

1
n ∑

n- 1

j = 0

x j + inú ≤ ú 1
n ∑

n- 1

j = 0

T
k
x j+ in -

1
n ∑

n- 1

j = 0

x k+ j+ inú +
kd
n

. (1)

因为{x n: n≥1}是 T 的几乎轨道, 所以, 存在正数, 不失一般性, 记成 in , 使得sup
k≥0

úT
k
x m - x k+ m ú

<
1
n

, Πm ≥in. 因此, úT
k
x j + in - x k+ j + inú<

1
n

, Π k≥0, Π j = 0, 1, ⋯, n- 1. 据此及 (1) , 推得

ú 1
n ∑

n- 1

j= 0

T
k
x j + in -

1
n ∑

n- 1

j= 0

x j+ inú <
1 + kd

n
, (2)

Π k≥0. 由此即得 úT
k ( 1

n ∑
n- 1

j = 0
x j + in

) -
1
n ∑

n- 1

j = 0
x j + inú ≤ (1 + Ε) g - 1 ( 1

n
+ Εd ) + <

1 + kd
n

, Π n ≥

1, Π k ≥ k 0. 从而, 得到lim
k→∞

lim
n→∞

úT
k ( 1

n ∑
n- 1

j= 0
x j+ in

) -
1
n ∑

n- 1

j= 0
x j+ inú = 0. 据此及引理 3与引理 6, 推得

1
n ∑

n- 1

j= 0
x j+ in_ y ∈∩

∞

n= 1
co{x i: i ≥ n} ∩ F (T ). 照上面的方法, 可证, úT

k ( 1
n ∑

n- 1

j= 0
x j+ in+ p n+ i) -

1
n ∑

n- 1

j= 0

x j+ in+ p n+ iú ≤ (1 + Ε) g - 1 ( 1
n

+ Εd ) +
1 + kd

n
, Π n , p n , i ≥ 1, Π k ≥ k 0. 再由引理 3 与引

理 6, 对 Π i ≥ 0, 有 1
n ∑

n- 1

j = 0

x j + in+ np + i_ y 关于 p = 0, 1, ⋯一致地成立. 由于对 Π n 及 Πm ≥ in ,

　　　 1
m ∑

m - 1

k= 0
x k+ 1 =

1
m

( ∑
m - 1

k= in+ jn

x k+ i + n (∑
j

k= 0

( 1
n ∑

n- 1

v= 0
x v+ in+ nk+ i) ) + ∑

in

k= 0
x k+ i) ,

其中,m = j n + in + r, r < n , 所以,
1

m ∑
m - 1

k= 0
x k+ i_ y 关于 i = 0, 1, ⋯一致地成立. 这就结束了证
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明.

运用定理1, 可证下面的定理.

定理2　设 X , C , T 及{x n: n≥1}同在定理1中一样, 则{x n}强收敛到 T 的某个不动点, 当

且仅当 x n- x n+ 1_ 0.

推论1
[ 4 ]　设X 是具有 F réchet 可微范数的一致凸Banach 空间, C 是X 的有界闭凸子集,

T : C→C 是渐近非扩张映象, 则对每个 x ∈C , {T
n
x }弱几乎收敛到集 ∩

∞

n= 0
co{T

i
x : i≥n}∩F (T )

的唯一点.

推论2[ 4 ]　设X , C 及 T 同在推论1中一样, 则{T
n
x }弱收敛到 F (T )中某点, 当且仅当 T 在

x 点是弱渐近正则的, 即 T
n
x - T

n+ 1
x _ 0.
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A sym ptotic Behav iour of A lm ost Orbits of A sym ptotica lly
Nonexpan sive M app ings in Un iform ly Convex Banach Spaces
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Abstract

L et X be a un ifo rm ly convex Banach space w ith a F réchet d ifferen t iab le no rm , C a

bounded clo sed convex sub set of X and T : C →C an asym p to t ica lly nonexpan sive m app ing. It

is show n tha t if {x n: n ≥ 1} is an a lm o st2o rb it of T , then the sequence {x n} is w eak ly a lm o st2

convergen t to the un ique po in t of the set ∩
∞

n= 1
co{x i: i ≥ n} ∩ F (T ) , w here F (T ) is the fixed

po in t set of T .

Keywords　a lm o st2o rb it, asym p to t ica lly nonexpan sive m app ing, w eak ly a lm o st2convergen t.
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