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非线性多值算子扰动的映射定理
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摘　要: 本文讨论非线性多值算子的非紧扰动的映射定理,并给出非线性泛函方程

z∈T (x ) + F (x )

可解性的最新结果, 其中 T 是多值算子且 (T +
1
n

I ) - 1是12集压缩,而 F 是12集压缩或 Χ2凝

聚. 所得的结果改善了[ 5, 8, 12 ]中的主要结果.
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设 X 是实Banach 空间, X
3 是它的共轭空间. 用B (x , r)表示以 x∈X 为中心,以 r为半径

的开球. 用 8ϖ和 58 分别表示 X 的子集 8 的闭包和边界.

设 Χ是 Ku ra tow sk i或球非紧度量,连续算子 F : D (F ) < X →X 称为 Χ2压缩的是指对所有
有界集B < D (F ) ,存在常数 k (0≤k≤1)使得 Χ(FB )≤kΧ(B ). 若 k < 1,则称 F 是严格 Χ2压缩
的; 若 k = 1,则称F 是12集压缩的. 连续算子 F 称为Χ2凝聚的是指对任何有界集B < D (F )且Χ
(B ) > 0,都有不等式 Χ(FB ) < Χ(B )成立.

多值算子 T : D (T ) < X →2
X 叫做强增生的是指对任何 x , y∈D (T ) , u∈T (x ) , v∈T (y ) ,

存在 j∈J (x - y )使得

〈u - v , j〉≥C úx - y ú 2
, (1)

其中C 是与 x , y 无关的正数, J : X →2
X 3
是正规对偶映射

J x = { j∈X
3 :〈x , j〉= úx ú 2

= úy ú 2
},

〈õ,õ〉表示 X 与 X
3 之间的广义对偶对. 如果不等式 (1)对 C = 0的情形成立,那么 T 叫做增生

算子. 增生算子 T 称为m 2增生的是指对所有 Κ> 0, ΚT + I 是到 X 上的满射,即 R (ΚT + I ) =

X ,其中 I 是恒等算子. 对于多值算子 T ,记ûT (x ) û= inf{úy ú: y∈T (x ) }.

以上概念参看文献[3 ].

最近, Kartsa to s
[ 6- 9 ] , H irano

[ 5 ] ,M o ra les
[ 12 ] , Chen

[ 2 ] , H e
[ 4 ]和L iu

[ 11 ]等人研究了m 2增生算
子被紧算子或12集压缩算子扰动的值域问题. 这一方向的研究是与半线性发展方程和积微分

方程密切相联的. 但是,必须指出:如果 T 是m 2增生算子,对 Κ> 0, (T + ΚI ) - 1不一定是非扩张
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的. 本文的目的是给出非线性泛函方程

z ∈ T (x ) + F (x ) (2)

可解性的一些新结果,其中 T 是多值算子, (T +
1
n

I ) - 1是12集压缩,而 F 是12集压缩或 Χ2凝

聚. 结果改善或推广了[5, 8, 12 ]中的一些结果.

定理1　设 X 是Banach 空间, T : D (T ) < X →2
X 是多值算子且 (T +

1
n

I ) - 1
: X →D (T )是

12集压缩; F : D (T )→X 是12集压缩算子. 假设存在正数 a , b使得对任何 x∈D (T )且ú x ú≥b,

有

aúx ú + úF (x ) ú ≤ ûT (x ) + F (x ) û , (3)

则 T + F 的值域在 X 中稠密.

证明　设 z∈X ,选择 n0∈N 使得当 n≥n0时,
1
n

< a. 定义算子A n: X →X ,A n (x ) = z - (1-

1
n

) F (T +
1
n

I ) - 1 (x ) (n≥n0). 可以证明A n 有不动点,为此只需证明集合

E (n) = {x∈X : Κx = A n (x ) , Κ> 1}

是有界的. 对任意 x∈E (n) ,有 Κ> 1使得

Κx = z - (1-
1
n

) F (T +
1
n

I ) - 1 (x ).

取 b1≥b且 (a-
1
n0

) b1> ú z ú. 令 y = (T +
1
n

I ) - 1 (x ) ,则可得ú y ú < b1. 事实上,若不然,即úy ú≥

b1,则存在 u∈T (y )使得

　　　　úz ú≥Κ- 1úz ú= úu+
1
n

y + (1-
1
n

) Κ- 1
F (y ) ú

= úu+ F (y ) +
1
n

y - [1- (1-
1
n

) Κ- 1 ]F (y ) ú

≥úu+ F (y ) ú - [1- (1-
1
n

) Κ- 1
]úF (y ) ú -

1
n

úy ú

≥aúy ú -
1
n

úy ú≥ (a-
1
n

) b1,

矛盾. 因为 F 是12集压缩,所以 F {B (0, b1) }是有界的,设其界为M ,则对所有 x∈E (n) ,有

úx ú≤Κúx ú≤úz ú+ (1-
1
n

) úF (y ) ú≤úz ú+ M .

显然A n (n≥n0)是 Χ2凝聚映射,于是A n 有不动点 x n ,即 x n= A nx n. 令 y n = (T +
1
n

I ) - 1 (x n) , u n

∈T (y n) , z = un+
1
n

y n+ (1-
1
n

) F (y n) ,则

úun+ F (y n) - z ú≤ 1
n

(úy nú+ úF (y n) ú ) ,

由于úy nú< b1, úF (y n) ú≤M ,故

úun+ F (y n) - z ú→0　 (n→∞).

定理2　设 X , T 和 F 如同定理1所设. 假设存在正数 a , b使得对任何 x∈D (T ) , ú x ú≥b,

条件 (3)成立. 又设 (T + F ) {Bϖ (0, b)∩D (T ) }是闭集,则B (0, ab) < R (T + F ).

证明　设 z∈X 且úz ú< ab,则选取 n0∈N,使得 (a-
1
n0

) b> úz ú. 对于 n≥n0,定义算子
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A n (x ) = z - (1-
1
n

) F (T +
1
n

I ) - 1 (x ) ,

如同在定理1中的证明,可得A n 有不动点 x n. 令 y n= (T +
1
n

I ) - 1 (x n) ,选择 un∈T (y n). 同样,

可证明对所有 n≥n0, úy nú< b. 因此,

un+ F (y n)∈ (T + F ) {Bϖ (0, b)∩D (T ) }

úun+ F (y n) - z ú=
1
n

úy n+ F (y n) ú→0　 (n→∞) ,

即有 z∈R (T + F ).

评注1　与[12 ]中定理1和定理2比较,虽然结果中算子 T 的条件较强,但是,算子 F 被放

松到12集压缩. 还要指出:当 T 是m 2增生且是强增生时,对所有 n∈N,

(T +
1
n

I ) - 1
: X →D (T )

都是12集压缩的.

下面考虑算子 T 和 F 都是奇的情形.

定理3　设X 是Banach 空间,D (T )是X 的关于原点对称的子集, T : D (T )→2
X 是奇的多

值算子且对所有 n∈N, (T +
1
n

I ) - 1
: X →D (T )是12集压缩. 设 F : D (T )→X 是奇的 Χ2凝聚算

子. 假设存在正数 a , b使得对所有 x∈D (T )且úx ú≥b,有

aúx ú≤ûT (x ) + F (x ) û.
如果 (T + F ) {Bϖ (0, b)∩D (T ) }是闭集,则B (0, ab) < R (T + F ).

证明　设 z∈X 且ú z ú < ab,取 n0∈N 使得
1
n

< a , (a -
1
n

) b> ú z ú (n≥n0). 定义算子H n:

[ 0, 1 ]×X →X , H n ( t, x ) = tz - F (T +
1
n

I ) - 1 (x ). 设

E (n) = {x∈X : x = H n ( t, x ) , 0≤t≤1},

则 E (n) 是有界的, 事实上, 对每个 x ∈ E (n) , 存在某个 0 ≤ t ≤ 1 使得 x = tz - F (T +

1
n

I ) - 1 (x ). 令 y = (T +
1
n

I ) - 1 (x ) ,可断言 úy ú < b. 若不然,存在 u ∈ T (y ) 使得

　　úz ú≥túz ú= úu+ F (y ) +
1
n

y ú≥úu+ F (y ) ú -
1
n

úy ú

≥aúy ú -
1
n

úy ú≥ (a-
1
n

) b,

矛盾. 因为 F 是 Χ2凝聚,所以 F {B (0, b) }是有界的,设M 为其上界,则对所有 x∈E (n) ,有

úx ú≤túz ú+ úF (y ) ú≤úz ú+ M .

这样,存在正数 r使得对所有 x∈5B (0, r)和0≤t≤1,有 x≠H n ( t, x ). 下面证明对所有有界集

B < X , Χ{H n ( [0, 1 ]×B ) }< Χ(B ). 设H
(1)
n ( t, x ) = tz , H

(2)
n ( t, x ) = - F (T +

1
n

I ) - 1 (x ) ,则

H n ( [0, 1 ]×B ) < H
(1)
n ( [0, 1 ]×B ) + H

(2)
n ( [0, 1 ]×B ) ,

Χ(H n ( [0, 1 ]×B ) )≤Χ(H
(1)
n ( [0, 1 ]×B ) ) + Χ(H

(2)
n ( [0, 1 ]×B ) ).

显然, ΧH
(1)
n ( [0, 1 ]×B ) ) = 0, Χ(H

(2)
n ( [0, 1 ]×B ) ) < Χ(B ). 因此,据拓扑度的同伦不变性得

D ( I - H n (0,õ) ,B (0, r) , 0) = D ( I - H n (1,õ) ,B (0, r) , 0).
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因为H n (0,õ)是奇的,所以由Bo rsuk′s定理知D ( I - H n (1,õ) , B (0, r) , 0)≠0,于是对 n≥

n0, 存在 x n 使得 x n= H n (1, x n) ,即 x n= z - F (T +
1
n

I ) - 1 (x n). 因此,如同定理2的证明,得到 z

∈R (T + F ).

评注2　与[5 ]中定理5比较,加强了算子 T 的条件,但是其它条件是相当弱的.

算子 T : D (T ) < X →2
X 叫做吸收的是指若 x∈D (T ) ,则对每一 t∈ (0, 1) ,有 tx∈D (T ).

下面的定理4改善了[8 ]中的定理4.

定理4　设X 是Banach 空间, T : D (T ) < X →2
X 是吸收的m 2增生算子且对所有 n∈N, (T

+
1
n

I ) - 1是12集压缩. 又设 F : X →X 是 Χ2凝聚. 假设存在正数 b, r使得对每一 x∈D (T ) , ú x ú

≥b存在 j∈J (x )满足

rúx ú≤〈u+ F (x ) , j〉,

其中 u∈T (x ). 如果 (T + F ) (Bϖ (0, b)∩D (T ) )是闭集,则Bϖ (0, r) < R (T + F ).

证明　设 z∈X , úz ú≤r,定义A n: X →X ,A n (x ) = (T +
1
n

I ) - 1 (z - F (x ) ). 令

E (n) = {x∈X : Κx = A n (x ) , Κ> 1},

则 E (n ) < B (0, b). 若不然,则有 x∈E (n) , ú x ú≥b且存在 Κ> 1使得 Κx = (T +
1
n

I ) - 1 (z - F

(x ) ). 进而有 u∈T (x ) , v Κ∈T (Κx )使得 z = v Κ- u+ u+ F (x ) +
Κ
n

x. 于是,存在 j∈J (x )满足

〈v Κ- u , j〉+〈u+ F (x ) , j〉+
Κ
n

úx ú 2≤úz úúx ú ,

rúx ú+
Κ
n

úx ú 2≤úz úúx ú ,

r< r+
Κ
n

úx ú≤úz ú ,

矛盾!显然,A n 是 Χ2凝聚. 于是,A n 有不动点 x n. 进而存在 un∈T (x n)使得

un+ F (x n) +
1
n

x n= z.

假设úx nú≥b,则存在 j∈J (x n)使得

〈un+ F (x n) +
1
n

x n , j〉=〈z , j〉, rúx nú+
1
n

úx nú 2≤úz úúx nú ,

矛盾!因此, {x n}< B (0, b) ,进而当 n→∞时úun+ F (x n) - z ú=
1
n

úx nú→0,即 z∈R (T + F ).
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M app ing Theorem s Involv ing Perturbation s of Non l inear
M ultiva lued Operators

W ang W eim in
(D ep t. of Basic Courses, Zhejiang U niv. of T ech. , H angzhou 310014)

Z hao Y ichun
(D ep t. of M ath. , N o rtheastern U niv. , Shenyang 110006)

Abstract

It is the pu rpo se of th is paper to d iscu ss m app ing theo rem s invo lving non2com pact per2
tu rba t ion s of non linear m u lt iva lued opera to rs. W e give som e recen t resu lts concern ing the

so lvab ility of the non linear funct iona l equat ion

z ∈ T (x ) + F (x ) ,

w here T is a m u lt iva lued opera to r such tha t (T +
1
n

I ) - 1
are 12set con tract ion s and F is an 12

set con tract ion o r a Χ2conden sing. O u r resu lts im p rove the m ain resu lts in [5, 8, 12 ].

Keywords　12set con tract ion opera to r, Χ2condesing opera to rs, m 2accret ive opera to r.
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