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1 ~ ����������������������Q���������������Q�������������������������Q������������������� �¡�¢¤£¦¥�§�¨������� ��©�$�©ª�«�¬�­�®�¯���¡�¢¤£¦¥�§�¨�°�������������±�²�³�´�µ��¶¸·º¹¸»º�
Hale[1] ¼ 1980 ½�¾�¿ ����À�Á���Â�� T− Ã�Ä ����� T - Ã�Ä ����³�Å�Æ���Ç�È½�É�Ê�Ë�Ì�Í�Î [2,3]. Roberts[4] ¼ 1990 ½�Ï�Ð ³�Ç� ���Ñ�Ò�Ó���¡�¢¸£¦¥�§�¨�Ô�Õ�Ò�����¡¢¸£º�����¦����Ö�×�Ø�Ù�Ú�Û�Ü��¦Ý�Þ�¬�ß���Ò�Ó�����à���Ñ������

( á ¬�â 1), ã ¬�ß���Ò�Ó����������ä�å�¬�â
2,
Ý�Þ�ª�«�æ�ç�������è�¬�­�®�¯��

Gerard J.Chang é David Kuo[5] ¼
1996 ½�ê�ë�ì Ò Ï�Ð Â G

���� 
L(2, 1)- í�î ��ï�ð��ñß�Ç ½ �ñÂ�� L(2, 1)- í�î�Ê�ò�Ë à�ó�Â�

L(d, 1)- í�î �ôÂ�� L(d, 1)- í�î ������ �Ý�õ�Ó�ö V (G)
à�×�Ø�Ù�Ú�ö���÷�Ú

f(v),
ª�«�ø

d(u, v) = 1, ù |f(u)− f(v)| ≥ d;
ø

d(u, v) = 2, ù |f(u)− f(v)| ≥ 1.
Â����� 

k −L(d, 1) í�î��Â����� 
L(d, 1)- í�î �úª�«�°�Ô í�î�û�ü ¼�ý�¼ k þ�ÿ ä�å�Ô��� ���à k.

Â
G
�

L(d, 1)-í�î Ú����� �ª�« G
Ô��� 

k − L(d, 1) í�î ��� ü Ú k, � � λd(G). Griggs é Yeh[6] ¼ 1992½���� ó�������Â�� L(2, 1)- í�î ����� NP- ��	 �����©��� ò�Ë � L(d, 1)- í�î ä�å�� NP-

��	 �����\Ý�Þ���
���
�� Ð ����Â���������� L(d, 1)- í�î ������������Þ������ ¿ �������Þ Í�Î���� Â�� L(d, 1)- í�î Ú���������� ¿ ��±�
� �!�"�#������$&%&'&(��&"&#����&)©Ñ���Ò&*&+&+�è�Ô&,� &-&.&/&0��©��Ñ&-&.&/�0&
�Ý����&1&2&354
6�7���Ñ������ æ�ç�����¹�±�
�¬�­�*���� Þ ÿ � æ� �*�����8���Ñ�-�.�/�0���9 î ¬�­�®�¯�:è�� ü �<;�����Ö�=�>�?�9 î :�è���@�A��ñæ���B�C�D�������E�F���Â�G�Hº���� �õ�Ó�I�
�,� í�î ������� ��æ � ������+�� Í�Î�J Ô���A���K�L���ó�� � ¿ �NM���³�O�P���Q�R�3���S�T��
��U Â�� þ©¾ Â�� L(d, 1)- í�î�ò�Ë à�V�W�Â�� L(0,1,2

d,d,1)- í�î �©³�O�P���Q�X�3���M��&� Ð ó
Y[Z]\_^

: 2003-09-08
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f
K1,n

Â���g�h�Â��
L(0,1,2

d,d,1)- í�î Ú����� ������ þ ��³ í�î ����H�i�j�
���Ö�� R- k�l�mÂ���g�h�Â�� Ð L(0,1,2
d,d,1)- í�î Ú���� .

2 npopqpr
s�t�� Ð Ç� �¬�u�A�v�)w�x

2.1 y G
���� �V�W�Â��

n > 0, S
�

V (G)
���� �z�ö���ø

S
Hº��{�|�}� �õ�Ó�³

G
Hº��~�� û 8 ¼ n, ù�� S

�
G
���� 

n-
~���@�A�z�ö��� ¼ �� �õ�Ó�I�
�,�  í�î ��������D��&$&% ¾ �&+ Í�Î ��Â����� �õ�Ó “

g�h
”,
ª�«�� �õ�Ó�������I�
�Ç�  í�î�J “

g�h
” � Ç�  U ��õ�Ó���������D���������A�� ù �����������³ ¿�� ����������� y Â G = (V, E)
���� �Ó

vi

I�

ni

  í�î ��D���S�T�'�(�� U Â�)w�x
2.2

Â
G = (V, E)

��g�h�Â
G′ = (V ′, E′, W )

����'�A�v���V�W�Â�)õ�Ó�ö
V ′ = {v11, · · · , v1n1

, · · · , vi1, · · · , vini
, · · · , v|V |1, · · · , v|V |n|V |

},��ö
E′ = {vikvjl: ��� i = j é 1 ≤ k < l ≤ ni ��� 1 ≤ i < j ≤ |V |, 1 ≤ k ≤ ni, 1 ≤ l ≤ njé vivj ∈ E},��W

w(vikvjl) =

{

0, i = j, 1 ≤ k < l ≤ ni � ,

1, otherwise.��Hº�
|V |
��Â

G
��õ�Ó�Ú��

�
Vi = {vi1, · · · , vini

}, 1 ≤ i ≤ |V |,
D���è�¥����� 

Vi � Â G
Hº�

vi

�����©Þ ÿ ��  Vi³�g�h�Â
G′
Hº��Ó�� � z�Â�� ��� Â Kni

.
D���������F��©Â

G
���� �õ�Ó

vi

I�

ni

  íî ������� J ������ó��� �õ�Ó�ö Vi

I�

ni

  í�î ������� á g�h�Â G
′ ���� �õ�Ó�I�
��� 

í�î �������D�� ¾ Â�� L(d, 1)- í�î�ò�Ë à�V�W�Â�� L(0,1,2
d,d,1)- í�î )w�x

2.3
Â

H = (V, E, W )
��V���×�Ø�Ù�Ú���W���Â��©��{���×�Ø Ù�Ú

d é {�� u, v ∈

V ,
Â

H
�

L(0,1,2
d,d,1)- í�î ������ �õ�Ó�ö V

à�×�Ø Ù�Ú�ö
{0, 1, · · · , k}

��÷�Ú
h(v)

ª�«�ø
d(u, v) ≤ 1, ù |h(u)− h(v)| ≥ d;

ø
d(u, v) = 2, ù |h(u)− h(v)| ≥ 1.

V�W�Â
H
�

k −L(0,1,2
d,d,1)-í�î ��Â H

���� 
L(0,1,2

d,d,1)- í�î ª�« max{h(v) : v ∈ V (H)} = k.
Â

H
�

L(0,1,2
d,d,1)- í�î Ú��ª�«�Â

H
Ô��� 

k − L(0,1,2
d,d,1)- í�î ��� ü Ú k, � � λ

0,1,2
d,d,1(H).����D���������������W���Â���W�� k&l 1, ��� ø�V�W�Â�����W� �� 1, ù � L(0,1,2

d,d,1)- íî�¡ � J ý�¢�¼ L(d, 1)- í�î �6Ý�Þ�V�W�Â�� L(0,1,2
d,d,1)- í�î ��Â�� L(d, 1)- í�î ����  ò�Ë �6æ��Ó�³�O�P�Q�X�3�����Ç�  ò G�Hº��Ô�°�£����w�x

2.4
¡

K1,n

Â
G
��æ�¤��� �Â�������¥�Ó�¦ Ð z�Â K1,n(n ≥ 3).

¡
K1,3-

Â�� �¡�§�Â��
w�x

2.5
[4,8]

�� �Â Ê�� � R- k�l�m Â��6��³ R- ¨�© ±�Hº��ª�����ç�Ó��6ø���H�}� �Ó³
R- ¨�«�¬�© ±�Hº� «�­ ~���ä�,�� 1, ù ����¹�±�Ô���®���� � � GR.¯�����A�v�¹�°���°�Ô�ï�ð� �±�$�O�²

[7].

3 R- ³p´pµp¶p·p¸º¹»¶»· L(0,1,2
d,d,1)- ¼p½p¾p¿pÀø�D�� � Ô p

 �Ó�Þ���¥�Á�Ö�z�Â
F
���� �Â

H
H���,�Â�Ã�¥�Ô�������ÚÅÄ �

ex(p, F ),
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3.1[9]
��°�Ô

p ≥ n, ex(p, Kn) = (n−2)(p2−r2)
2(n−1) + C2

r ,
æ É p ≡ r(mod(n − 1)) ÿ

0 ≤ r ≤ n − 1.w�É
3.1

����8�Ê��
∆
��{���¡

K1,n(n ≥ 3) Ë�k Â G,
��g�h�Â

G′
���

λ
0,1,2
d,d,1(G

′) ≤
(n − 2)

(n − 1)
n0∆

2 + dn0∆ + d(n0 − 1),

��Hº�
n0 = max1≤i≤|V (G)| ni.Ì�Í $�%���' í�î�Î�Ï )ÑÐ�Ò � g�h�Â G′

��°�Ô�õ�Ó�Ó�«�à í�î �Ñ� S−d+1 = S−d+2 =

· · · = S−1 = ∅. F0 = V (G′),
�

i = 1, 2, · · ·, Ô Si−d+1, Si−d+2, · · · , Si−1 ì A ÿ�Õ Ô�Ó í�î ��õÓ � ���
Fi = {v ∈ V (G′) : v

Ó í�î�ÿ ��°�Ô�� u ∈
i−1
⋃

i−d+1

Sj , d(u, v) ≥ 2}.

Ö�×
Fi

� ã 8 2-
~���@�A�z ö

Si , á Si

�
Fi

�
2-
~���@�A�z ö�Ø

Si

���
Fi

��{�Ù
2-
~

��@�A�z�ö���Ú�z�ö��]Û�|�ø
Fi = ∅, á ��{�|���Ó í�î õ�Ó vhl, Ü ³ �  �õ�Ó u ∈

⋃i−1
i−d+1 Sj ,ª�«

d(u, vhl) < 2, ù Si = ∅.
¡�G

Fi = ∅ ��Ý � í�� Si

Hº��õ�Ó��
i,
���

i = i + 1,
��à�°Ô���õ�Ó�«�à í�î ��� y k

��°�Ö�à�����8 í�î�þ Ö�×���  í�î � k
��õ�Ó

vhl,
�

I1 = {i : 0 ≤ i ≤ k − 1 ÿ � �   u ∈ Si, d(u, vhl) ≤ 1},

I2 = {i : 0 ≤ i ≤ k − 1 ÿ � �   u ∈ Si, d(u, vhl) ≤ 2},

I3 = {i : 0 ≤ i ≤ k − 1 ÿ ��°�Ô u ∈ Si, d(u, vhl) ≥ 3},

ù Ô |I2| + |I3| = k.'�(�D���s�t�$�%�¡
K1,n(n ≥ 3)

Â
G
��Á�Þ��ß�

G
� �  �õ�Ó vh

��Ê��
p, ù Ô p ≤ ∆.� ¼ õ�Ó vh, � vh

~����
1
��Ó��� �Ú ü ¼�ý�¼ ∆;

Þ�� � vh

~����
2
��Ó��� �Ú���D����

à���'�)
G
���� �¡

K1,n(n ≥ 3) Ë�k Â�� ù G
��áºõ�Ó

vh

��°�Ô�â�Ó���Ó�¦ Ð z�Â H
��¥�Ô

Kn,ã
H
��¥�Ô

Kn.
á�S�2

3.1,
D���Ô

ex(p, Kn) = (n−2)(p2−r2)
2(n−1) + C2

r ,
æ É p ≡ r(mod(n− 1)) ÿ

0 ≤ r < n−1,
��°�Ô��

0 ≤ p ≤ ∆, n ≥ 3, r
���� 

p
��÷�Ú��ND���Ô

ε(H) ≤ (n−2)(p2−r2)
2(n−1) +C2

r .ã�Þ�Ô
ε(H) ≥ C2

p − (n−2)(p2−r2)
2(n−1) − C2

r .

H
Hº��Ô������©¬���Ò � õ�Ó vh

~����
2
��õ�Ó�ÚÅÄ J 
�ä�å 2.

³�g�h�Â
G′
H�$�%�õÓ

vhl, � õ�Ó vhl

~�� ü ¼�ý�¼ 1
��Ó��� �Ú�ä�,��

(∆ + 1)n0 − 1,
Þ � ¹�~���� 2

��õ�Ó� Ú�ä�,��
f(p) = p(∆ − 1)n0 − 2(C2

p −
(n − 2)(p2 − r2)

2(n − 1)
− C2

r )n0

= −
1

(n − 1)
p2n0 + pn0∆ +

1

n − 1
r2n0 − rn0.
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�
g(r) =

1

(n − 1)
(r)2 − r,

á�R�å�÷�Ú�����æ���u ¼ r
��R�å�÷�Ú

g(r)
³

r = n−1
2

��à��
� ü�ç �©³������ r = 0

��à�����8 ç�ÿ g(0) = 0.
ã�Ô

g(r) ≤ 0, ù
f(p) ≤ h(p) = −

1

(n − 1)
p2n0 + pn0∆.

�
0 ≤ p ≤ ∆, n ≤ 3,

�
h′(p) = 0,

D���Ô
p = n−1

2 ∆,
R�å�÷�Ú

h(p)
³

p = ∆ è ��à���8
ç�ÿ h(∆) = (n−2)

(n−1)n0∆
2.
ã�Ô

f(p) ≤ h(p) ≤ (n−2)
(n−1)n0∆

2.
Ý�Þ

|I1| ≤ (∆ + 1)n0 − 1, |I2| ≤
(n − 2)

(n − 1)
n0∆

2 + (∆ + 1)n0 − 1.

{��
i ∈ I3, vhl∈̄Fi, Ý ù Si ∪ vhl

�
Fi

�
2-
~���@�A�z�ö��©æ � Si

��Ö�×�é�ê�� á�Ü ³
⋃i−1

i−d+1 Sj

Hº� �  �õ�Ó u,
Ô

d(u, vhl) ≤ 1,
� J � Ü ³ j,

���
i − d + 1 ≤ j ≤ i − 1,

ª�«
j ∈ I1,

-�Å
i
à�æ�¤����� 

j
��ë�§��¦Ý�Þ�A�v�ó��� �Ý

I3

à
I1

��÷�Ú�� ù ��  j ∈ I1

�
I3Hºä�,

d − 1
 �ì�í���î��©æ�|�ï�ð

|I3| ≤ (d − 1)|I1|,
ã�Þ

λ
0,1,2
d,d,1(G

′

) ≤ k = |I2| + |I3| ≤
(n − 2)

(n − 1)
n0∆

2 + dn0∆ + d(n0 − 1).

ñ�ò
3.1

����8�Ê��
∆
��{���¡

K1,n(n ≥ 3) Ë�k Â G,
�

L(d, 1)- í�î Ú����
λd(G) ≤

(n − 2)

(n − 1)
∆2 + d∆.

Ì�Í ����Â
G
��g�h�Â��

L(0,1,2
d,d,1)- í�î ��Â G

�
L(d, 1)− í�î � ò�Ë �óá�A�2 3.1,

�
n0 = 1

λd(G) ≤
(n − 2)

(n − 1)
∆2 + d∆.

ñ�ò
3.2

����8�Ê��
∆
��{���¡�§ Ë�k Â G,

��g�h�Â
G′
���

λ
0,1,2
d,d,1(G

′) ≤
1

2
n0∆

2 + dn0∆ + d(n0 − 1).

Ì�Í á�A�2
3.1, Ô n = 3 � �©Á�G ¡ � ��ô �Â

G
��¢�Â � � L(G),

����õ�Ó��
G
����� Ô ¬���� G

����¬�â � � L(G)
��}� �õ�Ó¬�â��©�© �Â

G
���� �¢�Â��©ø���Ñ�Þ ¼ �  �Â H

��¢�Â
L(H),

á
[9],
¢�Â���¡�§�Â���ã�Ô

ñ�ò
3.3

����8�Ê��
∆
� Ë�k ¢�Â G,

��g�h�Â
G′
���

λ
0,1,2
d,d,1(G

′) ≤
1

2
n0∆

2 + dn0∆ + d(n0 − 1).

[4,8]
Hº� Ð )©³������������5H¦� k&l ±&õ�Â�ö&� ò�Ë�á R- k�l�m Â�Ô�ð�÷�ø�j�
���|v�� Ô ¡�¢¸£º¥�§�¨ l ¼ R- k�l�m Â�H (R =1,2 � 3) � � Ô�ÿ�ù�Ô }� �¥�§�¨���~�� ü ¼ mú É � ������¹�±�¥���®�¯��©³�æ���B�C�'����©®�¯�Â á � R- k�l�m Â����3��

R,[8]
� Ð ó R- k�l�m Â�� L(2, 1)- í�î Ú��������È�É

3.2[10] ( m�û A�2 )
³

3- ¨�© ±�Hº� ·�ð��� �ü�ý�� 1
� m �©ä�,�����þ 12

 �ü�ý�
1
� m ��ÿ�'�� © ±���Â�þ���Q 13

 �ü�ý��
1
� m �
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R- k�l�m Â���£���� V (R), � � R- ¨�k�l�m � m�� o
°������

R- ¨���k�������	 ä
R- ¨�k�l�m � m (�°¸· � ��£���� V1(R), n(R) = d V (R)

V1(R)e, ù Ôw�É
3.2

����8�Ê��
∆
�

R- k�l�m Â GR(R ≥ 2),
��g�h�Â

G′
R

Ô����
λ

0,1,2
d,d,1(G

′

R) ≤
(n(R) − 2)

(n(R) − 1)
n0∆

2 + dn0∆ + d(n0 − 1).

Ì�Í á
[8],R- k�l�m Â GR(R ≥ 2)

��¡
K1,n(R)

Â�� ��á�A�2
3.1,
����8�Ê��

∆
�

R-

k�l�m Â GR(R ≥ 2),
Ô
λ

0,1,2
d,d,1(G

′
R) ≤

(n(R) − 2)

(n(R) − 1)
n0∆

2 + dn0∆ + d(n0 − 1).

ñ�ò
3.4

����8�Ê��
∆
�

R- k�l�m Â GR(R ≥ 2),
�

L(d, 1)- í�î Ú����
λd(G) ≤

(n(R) − 2)

(n(R) − 1)
∆2 + d∆.

ñ�ò
3.5

����8�Ê��
∆
�

2- k�l�m Â G2,
��g�h�Â

G′
2

���

λ
0,1,2
d,d,1(G

′

2) ≤
4

5
n0∆

2 + dn0∆ + dn0 − d.
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Upper Bound of L(0,1,2
d,d,1)-Labeling Number of a Class of Fissile Graphs

GAO Min-gang1,2, LIU Jia-zhuang1

(1. School of Math. & System Sci., Shandong University, Ji’nan 250100, China
2. Institute of Policy and Management, Chinese Academy of Science, Beijing 100080, China )

Abstract: In this paper, we extend the result for the case where every vertex needs one label to the
case where every vertex needs more labels, give the definition of the fissile graph and the definition of
L(0,1,2

d,d,1
)-labeling of the weighted graphs, and obtain an upper bound of the L(0,1,2

d,d,1
)-labeling number of

the fissile graphs of R-unit sphere graphs.

Key words: Frequency assignment; R-unit sphere graph; L(0,1,2

d,d,1)-labeling; fissile graph.


