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摘　要　本文介绍的常系数线性微分方程解题机是利用数学方法论的研究成果,摸

拟人的数学思维过程,采用关系映射反演 (RM I)方法,通过符号推理给出微分方程解析解的数

学软件. 文中介绍了研制该解题机的基本思想和实现技术,并给出了用解题机求解微分方程和

微分方程组的几个实例.
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一　引　言

目前已有很多计算机程序应用数值解法来给出微分方程的数值解,但能求出微分方程精

确的解析解的工具则很少见. 已有的少数能解微分方程的软件也只能解很少一部分可解的微

分方程. 这是因为解微分方程本来就没有普遍适用的程序,只能对一些特殊类型的方程使用一

些特殊的解法.

在工程技术领域中遇到的许多问题是常微分方程的初值问题,如果能有一种解微分方程

初值问题的有力的工具,无疑会给工程技术人员分析实际问题、建立数学模型带来很大的方

便. 80年代初由[1 ]提出的关系映射反演 (RM I)方法是一种适用于数理科学与工程技术科学的

普遍思想方法,带有一般的原则性,所以也叫作“RM I原则”. 本文将这一方法应用到求解常

微分方程的初值问题上来,在一台带有数学协处理器的386微机上实现,研制了解常微分方程

初值问题的RM I解题机. 实验证明, 其求解常微分方程初值问题的能力明显超过著名的数学

通用软件包M A TH EM A T ICA.

二　RM I方法

假设 Υ是一个映射,它把集合A = {Α}中的元素映入 (或映满)另一集合A
3 = {Α3 },其中
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Α3 表示 Α的映象, Α称为原象. 这时可记

Υ: A û →A 3 , Υ(Α) = Α3 .

　　又,如果存在逆映射 Υ- 1,则 Υ- 1 (Α3 ) = Α.
另假设 # = {Η}是一组关系或运算,能定义在A 的全体或部分元素之间. 这样, S = (A , # )

便构成一个关系结构. 又设关系结构 S 中包含一个未知性状的对象 x ,它是问题中需要确定其

性状的目标,则称 x 为目标原象,在映射 Υ作用下, x
3 = Υ(x )便称为目标映象.

又设 Υ为这样的映射,它不但把A 映成A
3 ,而且还把A 上的关系 (或运算)映射成 # 3 =

{Η3 }. 这样,关系结构S 便通过Υ映射成S
3 = (A 3 , # 3 ) ,而S

3 便称为映象关系结构 (或映象系

统) ,它包含有目标映象 x
3 = Υ(x ).

当对象的性状处于未知状态时,则在其所用以代表的字母下划一横线. 于是, x 即代表未

知的目标原象. 相应地, x
3 = Υ(x )即代表未知的目标映象.

另外,如果未知的目标映象x
3 能通过确定的数学手续 Ω从映象关系结构系统 S

3 中确定

出来 (即把未知的x
3 变为已知的 x

3 ) ,则称原来变 S 为 S
3 的映射 Υ为“可定映映射”.

于是,数学中的RM I方法便可陈述如下:

给定一个含有未知目标原象x 的关系结构系统S = (A , # , x ) 如果能找到一个可逆而又可

定映的映射 Υ,将S 映射成S 3 = (A 3 , # 3 , x 3 ) ;则可以从S 3 通过一定的数学手续Ω将未知的
目标映象x 3 = Υ(x ) 确定出来, 从而再通过反演, 即逆映射 Υ- 1, 最终便可把目标原象 x =

Υ- 1 (x 3 ) 确定出来,这个过程可用框图表示为:

也可简单地记作

(S , x ) —→
Υ

(S 3 , x
3 ) —→

Ω

x 3 —→
Υ- 1

x.

概括地说, RM I方法的全过程表现为:关系→映射→定映→反演→得解. 有关细节参见[2 ].

三　用 RM I方法求解常微分方程的初值问题

微分方程有很多解法,如积分法、分离变量法、求积分因子法、克莱洛方程法、变量代换法、

皮卡儿法、积分变换法等. 其中,积分变换法的基本思想就是RM I方法.

拉普拉斯变换是常用的求解微分方程的一种积分变换法. 例如,要求

y″( t) - x″( t) + x′( t) - y ( t) = et - 2,

2y″( t) - x″( t) - 2y′( t) + x ( t) = - t

满足初值条件 x (0) = x′(0) = 0, y (0) = y′(0) = 0的解. 在这个问题中,目标原象为未知函

数 x ( t) 和 y ( t) ,原象关系结构为所给出的微分方程与初值条件. 现在我们用拉氏变换作为映

射 Υ,并记 x ( t) 与 y ( t) 的映象为
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Υ(x ( t) ) =∫
∞

0
x ( t) e- std t = X (s) ,

Υ(y ( t) ) =∫
∞

0
y ( t) e- std t = Y (s).

为得到映象关系结构,我们应用 Υ,即对原方程组中每个方程的两边都取拉氏变换, 并利用初

值条件,可得

s2 Y (s) - s2 X (s) + s X (s) - Y (s) = 1ö(s - 1) - 2ös

2s2 Y (s) - s2 X (s) - 2s Y (s) + X (s) = - 1ös2

这样就把包含目标原象 x ( t) 和 y ( t) 的原象关系结构映射成了包含目标映象X (s) 和 Y (s) 的

映象关系结构,且由于印象关系结构是一个代数方程式,因而很容易通过定映手续,即解代数

方程组来确定目标映象:

X (s) = (2s - 1) ö(s2 (s - 1) 2) , Y (s) = 1ö(s (s - 1) 2).

最后,可以通过反演,即拉氏逆变换求出

x ( t) = - t + t et, y ( t) = 1 - et + t et.

显然,这是一种典型的RM I方法.

四　常微分方程的 RM I解题机

在这里,试图在计算机上建立一个程序,能用RM I方法给出一类常微分方程的解析解.

首先,从最简单、最规范的情形入手,即构造用拉普拉斯变换求解常系数线性微分方程的

初值问题的解题机. 该解题机由映射机、定映机、反演机三部分组成.

1　映射机

所谓映射机,即将所要求解的微分方程通过拉普拉斯变换映射成代数方程的机制. 为了完

成映射,将拉氏变换的公式及拉氏变换表放入程序之中. 当用户输入要解的微分方程及初值条

件,并指出所要求解的函数名后,映射机即自动根据初值条件将微分方程通过拉氏变换变成代

数方程,并给出对应于原来要求解的函数在代数方程中需求解的对应的映象函数名. 另外,为

简单起见,在进行映射时假定所有的初值条件都取在自变量为 0 的那一点,以后通过坐标平移

得到原问题的真正解.

由于定映手续仅限于解一般的有理代数方程,故在程序中只要放入那些变换结果为有理

分式的拉氏变换公式就行了. 当然,未知函数各阶导数的拉氏变换形式也必须包括在其中. 考

虑到工程技术的一般需要,程序中目前只包括未知函数一至四阶导数的拉氏变换的形式,因此

只能解四阶以内的微分方程. 但是,如果需要的话,可以很容易地将其加以扩充. 另外,由于阶

跃函数是工程技术中常用的函数,映射机中特地加入了阶跃函数的拉氏变换公式.

为了方便使用,未知函数和自变量的名称都可以由用户自己任意确定.

在映射机的设计中不仅要考虑对一个微分方程的两边同时进行拉氏变换的问题,还要考

虑在解联立微分方程组时对多个微分方程进行拉氏变换. 因此,程序中还解决了同样以等式形

式输入的微分方程与初值条件的判别与切分的问题. 这样,在缺少部分或全部初值条件时,解

题机可以把缺少的初值条件作为待定常数而给出所要求解的未知函数的通解.
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2　定映机

定映机即代数方程求解机,它对映射机所输出的代数方程进行求解,从而得到目标映象函

数的解析解.

在定映机的设计中除了考虑一般的代数方程求解外,还要考虑在上面所提到的缺少初值

条件的情况下,把所缺的初值条件作为一个任意常数放在代数方程的解中,以便进一步求出原

微分方程的通解.

3　反演机

反演机中包含有拉氏逆变换表,它接受定映机给出的目标映象函数的解,并通过表达式的

处理,使其变成某种规范的形式. 最后,根据拉氏逆变换表,将其变换成目标原象函数,并输出

结果.

在拉氏逆变换表中,尽量将与有理代数分式有关的变换公式通通包括进来. 并考虑到各种

系数可能以代数符号形式也可能以数字形式出现的种种情况. 因此拉氏逆变换表要比映射机

中所用的拉氏变换表大得多.

因此,反演机设计中很大一部分工作是把定映机得到的代数方程的解规范化. 由于拉氏逆

变换表中的代数有理分式分母的形式多是二项式的形式,我们采用求部分分式和凑平方和、平

方差等数学手续来进行规范化,将以各种不同形式出现的代数方程的解化成统一的形式后再

去查表.

反演机还根据用户的输入,把查表后得到的原函数的解以用户给定的函数和自变量的名

称输出. 若原给定的初值条件不是取在自变量为 0 的那一点,在输出之前还要先进行坐标平移

的变换,以真正得到原问题的解.

五、运行实例

在这里,通过常微分方程的RM I解题机的两个运行实例, 来进一步说明解题机的工作过

程. 其中每一行分号之前是系统输入输出的信息,分号之后是说明. 解题机在实际运行时只是

接受用户的输入,通过计算后,输出最终结果,并不给出中间结果. 这里,为了说明其运行过程,

特意让系统输出一些中间结果.

例1　求微分方程组

y″( t) - x″( t) + x′( t) - y ( t) = et - 2,

2y″( t) - x″( t) - 2y′( t) + x ( t) = - t

满足初值条件 x (0) = x′(0) = 0, y (0) = y′(0) = 0 的解.

sD [ {y″[ t ]- x″[ t ]+ x′[ t ]- y [ t ]= = E ^ t- 2, ;输入要求解的微分方

　　　2y″[ t ]- x″[ t ]- 2y′[ t ]+ x [ t ]= = - t, ;程和初值条件

　　　x [0 ]= = 0, x′[0 ]= = 0, y [0 ]= = 0, y′[0 ]= = 0},

　　　{x , y }, t ] ;指出要求的函数和自

;变量名

{s X [s ]- s
2
X [s ]- Y [s ]+ s

2
Y [s ]= =

1
- 1+ s

-
2
s

, ;解题机对原方程组取

—474—
© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



;拉氏变换得到的代

数

;方程组

〉　　X [s ]- s
2
X [s ]- 2sY [s ]+ 2s

2
Y [s ]= = - s

- 2 ;〉号为续行号

{{X [s ] - 〉- ( - s+ s2+ s3- s4

- s3+ s4+ 4s5- 8s6+ 5s7- s8 ) - ;解题机给出代数方程

〉　　　
(- 2 + s) (- 2 s3+ 2 s4)

- s3+ s4+ 4s5- 8s6+ 5s7- s8 ;组的解 X (s) , Y (S )

〉　　　 Y [s ] - 〉- ( - s2+ 2s3- s4

- 3s+ s4+ 4 s5- 8s6+ 5s7- s8 ) -

〉　　　
(- 2+ s) (2s2+ s4)

- s3+ s4+ 4s5- 8s6+ 5s7- s8 }}

{{X [s ] - 〉(- 1+ s) - 2- s
- 2, Y [s ]- 〉(- 1+ s) - 2-

1
- 1+ s

+
1
s

}} ;化简 X (s)和 Y (s)

{{x [ t ] - 〉- t+ E
t
t, y [ t ]- 〉1- E

t+ E
t
t}} ;通过拉氏逆变换

;求得原方程的解

例2　求4阶微分方程

x″″( t) + 2x″( t) + x ( t) = sin ( t)

满足初值条件 x (0) = 1, x′(0) = - 2, x″(0) = 3, x Ê(0) = 0 的解.

sD [ {x″″[ t ]+ 2x″[ t ]+ x [ t ]= = sin [ t ], x [0 ]= = 1, ;输入要求解的微分

　　　 x′[0 ]= = - 2, x″[0 ]= = 3, x Ê[0 ]= = 0}, {x }, t ] ;方程、初值条件、

;函数和自变量

{- 3s+ 2s
2- s

3+ X [s ]+ s
4
X [s ]+ 2 (2- s+ s

2
X [s ]) = =

1
1+ s2 } ;拉氏变换

{{X [s ] - 〉- (3- 5s+ 6s2- 6s3+ 2s4- s5

1+ 3s2+ 3s4+ s6 ) }} ;代数方程的解

{{X [s ]- 〉(1+ s
2) - 3+

- 2+ 4s
(1+ s2) 2 +

- 2+ s
1+ s2 }} ;化简

{{X [ t ]- 〉-
(- 8co s[ t ]- 5tco s[ t ]+ 21sin [ t ]- 16tsin [ t ]+ t

2
sin [ t ])

8
}} ;原微分方程的解

六　讨　论

常微分方程的RM I解题机,是研制RM I解题机的一个初步尝试. 目前首先着手建造一个

用拉普拉斯变换作为映射工具解常系数线性微分方程初值问题的解题机. 在实验中,共做了手

头所有的各种数学习题集中的常系数线性微分方程 (组)的习题83例,其中解题机能求解的有

80例,解不出的有3 例. 分析一下不能求解的问题,发现,主要是由于有的函数的拉氏变换不能

表达为初等函数; 有的经过定映后得到的代数方程的解又无法用部分分式表达为简单的代数

分式,从而无法通过查表得到其拉氏逆变换即原目标函数的解. 尽管目前已有的数学问题求解

软件M A TH EM A T ICA 也能给出微分方程的精确解, 但就解常系数线性微分方程的初值问

题来说,其功能是很弱的. 在上面举的两个例子,M A TH EM A T ICA 均解不出来. 经过初步实

验, RM I解题机能解的问题中约有一半是M A TH EM A T ICA 不能求解的. 但是另一方面,由
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于M A TH EM A T ICA 是一个通用的数学软件,在处理许多数学问题上有很强的功能,故而

我们把RM I解题机建立在M A TH EM A T ICA 的基础之上,使其解常系数微分方程的能力大

大加强. 而工程技术中的微分方程问题有很大一部分是属于这一类的,故这样的解题机不仅对

高等院校的数学教学是一个很好的辅助工具,而且在工程技术上也有实际应用价值.

RM I方法可用于许多数学问题的求解,如无理函数的积分问题、三角函数有理式的积分

问题、级数求和问题、图论定理证明问题等等. 正因为如此,我们希望能在常微分方程初值问题

的RM I解题机取得成功以后, 再进一步研究各种各样便于应用的RM I解题机.
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Abstract

T h is paper p resen ts a so lver fo r so lving con stan t coefficien t linear d ifferen t ia l equa t ion s.
T he so lver is a m athem atica l softw are w h ich gives the an a lyt ic so lu t ion s of the d ifferen t ia l e2
quat ion s, u sing the recen t ach ievem en ts in the research on m athem atica l m ethodo logy and
m odeling the p rocedu re of hum an′s m athem atica l th ink ing, th rough sym bo lic inferences w ith
the m ethod of rela t ion, m app ing, and inversion. T he paper expounds the m ain idea and tech2
n ique fo r the so lver developm en t and gives a few in stances of d ifferen t ia l equa t ion s so lved by
the so lver.
Keywords　so lver, d ifferen t ia l equa t ion, rela t ion2m app ing2inversion.
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