
u 1 C � A t
2018, 39(1):43–52

DOI: 10.16205/j.cnki.cama.2018.0005, n×n ��Æ Toeplitz �.�����&��.7∗9=81 :�;2 :<>3�) Q Feldman g Costakis z{6�b6r'[, �<��2.�3nxtx6<#��. _
T = (T1, · · · , Tm) l<yI m T[Y� Toeplitz L�[[�6�[y, V%.<T T l�3n6"HÆ9��.	� �3nxt, �3nxtx, [Y� Toeplitz L�[
MR (2000) 5��� 47A16, 47B203���� O177.2!$~1� A!-}
 1000-8314(2018)01-0043-10

1 +�'0 X k;S�F�, ~, T k X Z5;S*05�,ws, Va+P;S ,
x ∈ X , g4|5^3 obit(x, T ) P X f#8, w

Orb(T, x) = {x, Tx, T 2x, · · · } = X,R� T k X Z5�2mws, � x kws T 5�2m ,, �yJ�2m ,5uhz| HC(T ).P 2006 B, �>K.Sws55�, Feldman U$-;$&5�2mws —— �2mwsw, g4>�2m�!55������P��
 ~, PJ�
 ~:�7+P�2m�!. {P Cn ZU$9;S(s, +PH (n + 1) S>��ZZ�5�2mwsw. >K m-wsw, H m S++��o5wsZ�. ^ T = (T1, T2, · · · , Tm) k;S
m-wsw, X k;S Banach  ~, F kH T a�5�O, w

F = 〈T 〉 =
{
T k1
1 T k2

2 · · ·T km
m : ki ∈ N, i = 1, · · · ,m

}
,R F k;SJ�a�5��o�O. Va+P x ∈ X , g4^3 {Sx : S ∈ F} P X fk#85, R� m-wswk�2m5, � x k m-wsw T 5�2m ,.�� 2015 C 7 O 28 Tn2, 2016 C 6 O 30 Tn2.NQ.

1kL-1u1g(, kL 401331. E-mail: shuyonglu@cqu.edu.cn
2i>dD-1u1M)��11N, i> '� 453007. E-mail: wangwei005c@126.com
3kL-1u1M�y1N, kL 401331. E-mail: wmd070925@sina.com
∗��p2`{uQ�1rÆ (No. 11271387), kLmuQ�1rÆ (No. cstc 2013jjB0050) gkLm�<
(No. 1020709520130059) 6rn.



44 u 1 C � A t 39 �
Fredman P [6] fU$-wswk�2m5D=�p.�� 1.1 (Hypercyclic Criterion)[6] ^ X k;S�G5 Banach  ~, T = (T1,

T2, · · · , Tm) k X Z5;S m-wsw. VaP X f+P#su X0, Y0, 4R:S5^℄t// {k1,n}, · · · , {km,n} fE℄ Sn : Y0 → X,n > 1, g4>KS?5 x ∈ X0, y ∈ Y0 <J�95���):

(i) T
k1,n

1 T
k2,n

2 · · ·T
km,n

m x −→ 0;

(ii) Sny −→ 0;

(iii) T
k1,n

1 T
k2,n

2 · · ·T
km,n

m Sny −→ y,R T k;S�2m5 m-wsw.

Feldman PÆ [6] f_:-P Cn Z+PH (n+ 1) S>��ZZ�5�2mwsw,/k�+PH n S>��ZZ�5�2mwsw. CostakisPÆ [2] fz$-�;�55�, _:-P Cn Z+PH k S�?�e>�l5��o�ZZ�5�2mwsw, Hf
k > n. B), W� Feldman[6]f Costakis[2]5
a, �J-�95�~."� 1.1 P Cn ZkJ+PH n �?�e>�l5��o�ZZ�5�2mwsw? �>;$ws55�, Costakis��-Z9�~5;�G. CostakisPÆ [2, 4]f_:-P Rn Z�+PH	t,Kp7K 3 5W0!�ZZ�5�2mwsw. �A, >H
2 × 2, 3 × 3 f 4 × 4 5ZX� Teoplitz K�ZZ�5wsw, Costakis PÆ [3] fU$-gY"wswk�2m5;S!G8��.PYEÆUf, �7#T- Costakis PÆ [3] f5
4, P C

n ZU$H m S n × n5ZX� Teoplitz K�ZZ�5 m-wswk�2m5!G8��.>KH{5;"PJ�
p��
 ~Z5�2mwsw5
a, �=��Æ [1, 5,

7–8].

2 4(����0�PYEÆUf, G N+, NG��i^℄tfFM℄t, Jn(λ) �i}\bk λ5 n×n5W0+�Z. PU$l8;%aI, �\�9+SC%.*� 2.1 [3] ^ A,B k+S��o5K�Z,

A = Jn(λ), λ ∈ C,R B kZX�5 Toeplitz �Z:

B =




b1 b2 · · · bn

0 b1
. . .

...
...

...
. . . b2

0 0 · · · b1




,Hf b1, · · · , bn ∈ C.



1 G sF1 ��� �*h I n× n [Y� Toeplitz �[z[�6�3n�[x 45*� 2.2 [3] ^ A,B k+S��o5K�Z,

A = Jn1(λ1)⊕ · · · ⊕ Jnk
(λk), λj ∈ C, n1 + · · ·+ nk = n, λi 6= λj , i 6= j,R

B = B1 ⊕ · · · ⊕Bk,Hf Bj kVC% 2.1 f5 nj × nj ZX� Toeplitz �Z, j = 1, · · · , k.W�C% 2.2, >;SH++��o�ZZ�5 m-wsw T = (T1, · · · , Tm), Va T1L A �v, R+P;S�A�Z P , g4
P−1T1P = A = Jn1(λ1)⊕ · · · ⊕ Jnk

(λk),Hf λ1, · · · , λk ∈ C, n1+· · ·+nk = n, λi 6= λj (i 6= j).�;�,B	 P−1TjP (j = 2, · · · ,m)L P−1T1P ��o, �4
P−1TjP = Bj,1 ⊕ · · · ⊕Bj,k,AJ P−1T1P, · · · , P

−1TmP k++��o5. U>6_�2m,P�v�o�k� 5.B), m-wsw (T1, · · · , Tm) k�2m50J�0 m-wsw
(Jn1(λ1)⊕ · · · ⊕ Jnk

(λk), B2,1 ⊕ · · · ⊕B2,k, · · · , Bm,1 ⊕ · · · ⊕Bm,k)k�2m5. HKW0!�Zk;$}q5ZX� Toeplitz �Z, y=5�++��o�ZZ�5wsw5�2m,7}K5�wsw S 5�2m,,

S = (B1,1 ⊕ · · · ⊕B1,k, B2,1 ⊕ · · · ⊕B2,k, · · · , Bm,1 ⊕ · · · ⊕Bm,k).^ Aj k Cn Z5ZX� Toeplitz �Z:

Aj =




aj,1 aj,2 · · · aj,n

0 aj,1
. . .

...
...

...
. . . aj,2

0 0 · · · aj,1




, (2.1)Hf aj,i ∈ C, j = 1, 2, · · · ,m, i = 1, 2, · · · , n.PZ9+SC%5q&Z, �P�7U$YEÆU5l8;%.�� 2.1 ^ T = (T1, · · · , Tm) k;SHZX� Toeplitz �ZZ�5 m-wsw, Hf Tj (j = 1, · · · ,m) V (2.1) 5+h, R m-wsw T k�2m50J�0uh
{(

Λn−1(k),Λn−2(k), · · · ,Λ1(k),

m∏

j=1

a
kj

j,1

)t

: kj ∈ N, j = 1, 2, · · · ,m
}P Cn f#8, Hf At �i A 5oe,

Λω(k) =
m∑

j=1

kj

( ∑

n−1∑

i=1

iνi+1=ω

(−1)(sn−1) (sn)!
n−1∏
i=1

νi+1!

n−1∏
i=1

aνij,i+1

asnj,1

)
,
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sn =

n−1∑

i=1

νi+1, ω = 1, 2, · · · , n− 1./ >;S�j� k = (k1, · · · , km) ∈ Nm, W�Æ [3, Section 3], �=41�95Yh:

T k1
1 · · ·T km

m =
∑

k1,1,··· ,k1,n∈N

k1,1+···+k1,n=k1

· · ·
∑

km,1,··· ,km,n∈N

km,1+···+km,n=km

m∏

j=1

(
kj

kj,1, · · · , kj,n

)
a
kj,1
j,1 · · · akj,nj,n

× U (k1,2+···+km,2)+2(k1,3+···+km,3)+···+(n−1)(k1,n+···+km,n)

=




c1(k) c2(k) · · · cn(k)

0 c1(k)
. . .

...
...

...
. . . c2(k)

0 0 · · · c1(k)




, (2.2)Hf
U =




0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...

0 0 0
. . . 0

...
...

...
. . . 1

0 0 0 · · · 0




.W�Z95Yh, 	-N; c1(k), J�957h:

(k1,2 + · · ·+ km,2) + 2(k1,3 + · · ·+ km,3) + · · ·+ (n− 1)(k1,n + · · ·+ km,n) = 0,w k1,1 = k1, k2,1 = k2, · · · , kn,1 = kn. B), �4
c1(k) =

m∏

j=1

a
kj

j,1. (2.3)�%, 	-N; c2(k), J�957h:

(k1,2 + · · ·+ km,2) + 2(k1,3 + · · ·+ km,3) + · · ·+ (n− 1)(k1,n + · · ·+ km,n) = 1.Zhk k1,2, · · · , km,2 fJ;S 1, H{5<k 0. ��.xw, �4
c2(k) = c1(k)

m∑

j=1

kj
aj,2

aj,1
= c1(k)Λ1(k), (2.4)Hf

Λ1(k) =

m∑

j=1

kj
aj,2

aj,1
.�%, 	-N; c3(k), J�957h:

(k1,2 + · · ·+ km,2) + 2(k1,3 + · · ·+ km,3) + · · ·+ (n− 1)(k1,n + · · ·+ km,n) = 2.



1 G sF1 ��� �*h I n× n [Y� Toeplitz �[z[�6�3n�[x 47Zh�=G	�9 3 iK":

(1) k1,3, · · · , km,3 fdJ;S�`tk 1, H{5<k 0;

(2) k1,2, · · · , km,2 fdJ;S�`tk 2, H{5<k 0;

(3) k1,2, · · · , km,2 fJ+S��5�`t 1, H{5<k 0.��.xw, �4
c3(k) = c1(k)

[ m∑

j=1

kj

(aj,3
aj,1

−
1

2

a2j,2

a2j,1

)
+

1

2!

( m∑

j=1

kj
aj,2

aj,1

)2]

= c1(k)
( 1

2!
Λ2
1(k) + Λ2(k)

)
, (2.5)Hf

Λ2(k) =

m∑

j=1

kj
(aj,3
aj,1

−
1

2

a2j,2

a2j,1

)
.G�75EB�4 c4(k), c5(k) :

c4(k) = c1(k)
[ m∑

j=1

kj

(aj,4
aj,1

−
aj,2aj,3

a2j,1
+

1

3

a3j,2

a3j,1

)
+

1

3!

( m∑

j=1

kj
aj,2

aj,1

)3

+
( m∑

j=1

kj
aj,2

aj,1

)( m∑

j=1

kj
(aj,3
aj,1

−
1

2

a2j,2

a2j,1

)]

= c1(k)
( 1

3!
Λ3
1(k) + Λ1(k)Λ2(k) + Λ3(k)

)
, (2.6)Hf

Λ3(k) =

m∑

j=1

kj

(aj,4
aj,1

−
aj,2aj,3

a2j,1
+

1

3

a3j,2

a3j,1

)
.

c5(k) = c1(k)
[ m∑

j=1

kj

(aj,5
aj,1

−
aj,2aj,4

a2j,1
−

1

2

a2j,3

a2j,1
+

a2j,2aj,3

a3j,1
−

1

4

a4j,2

a4j,1

)
+

1

4!

( m∑

j=1

kj
aj,2

aj,1

)4

+
( m∑

j=1

kj
aj,2

aj,1

) m∑

j=1

kj

(aj,4
aj,1

−
aj,2aj,3

a2j,1
+

1

3

a3j,2

a3j,1

)
+

1

2

( m∑

j=1

kj

(aj,3
aj,1

−
1

2

a2j,2

a2j,1

))2

+
1

2

( m∑

j=1

kj
aj,2

aj,1

)2 m∑

j=1

kj

(aj,3
aj,1

−
1

2

a2j,2

a2j,1

)]

= c1(k)
( 1

4!
Λ4
1(k) + Λ1(k)Λ3(k) +

1

2
Λ2
1(k)Λ2(k) +

1

2
Λ2
2(k) + Λ4(k)

)
, (2.7)Hf

Λ4(k) =
m∑

j=1

kj

(aj,5
aj,1

−
aj,2aj,4

a2j,1
−

1

2

a2j,3

a2j,1
+

a2j,2aj,3

a3j,1
−

1

4

a4j,2

a4j,1

)
.H℄=B, �4�95Yh:

cn(k) = c1(k)
∑

n−1∑

i=1
iγi=n−1

µγ1,γ2,··· ,γn−1Λ
γ1

1 (k)Λγ2

2 (k) · · ·Λ
γn−1

n−1 (k), (2.8)



48 u 1 C � A t 39 �Hf�D5�t µγ1,γ2,··· ,γn−1 �=�i	
µγ1,γ2,··· ,γn−1 =

n−1∏

i=1

1

γi!
,�J

Λω(k) =

m∑

j=1

kj

( ∑

n−1∑

i=1

iνi+1=ω

(−1)(sn−1) (sn)!
n−1∏
i=1

νi+1!

n−1∏
i=1

aνij,i+1

asnj,1

)
,

sn =

n−1∑

i=1

νi+1, ω = 1, 2, · · · , n− 1.

(2.9)|^ m-wsw T k�2m5, R+P , x = (x1, · · · , xn)
t ∈ Cn, g4^3

{T kx : k ∈ N
m} = {T kl

1 T k2
2 · · ·T km

m x : kj ∈ N, j = 1, 2, · · · ,m}

=








n∑
j=1

xjcj(k)

...

xn−1c1(k) + xnc2(k)

xnc1(k)




: kj ∈ N, j = 1, 2, · · · ,m



P Cn f#8. }�8, W�Zh�4 xn 6= 0.>S?5 , z = (z1, · · · , zn)

t ∈ Cn, zn 6= 0, �=V1;/^℄t5s// {k1,n},

{k2,n}, · · · , {km,n}, g4
n∑

j=1

xjcj(k̂n) −→ x1zn + x2znzn−1 + · · ·

+ xnzn
∑

n−1∑

i=1

iγi=n−1

µγ1,γ2,··· ,γn−1z
γ1

n−1z
γ2

n−2 · · · z
γn−1

1 , (2.10)

...

xn−1c1(k̂n) + xnc2(k̂n) −→ xn−1zn + xnznzn−1, (2.11)

xnc1(k̂n) −→ xnzn, (2.12)Hf k̂n = (k1,n, k2,n, · · · , km,n).H (2.12) f xn 6= 0, �4
c1(k̂n) =

m∏

j=1

a
kj,n

j,1 −→ zn.H (2.11) f xn−1c1(k̂n) −→ xn−1zn, �4
xnc2(k̂n) = xnc1(k̂n)Λ1(k̂n) −→ xnznzn−1.B	 xnc1(k̂n) −→ xnzn 6= 0, �4

Λ1(k̂n) −→ zn−1.



1 G sF1 ��� �*h I n× n [Y� Toeplitz �[z[�6�3n�[x 49'G℄=B, �4
Λv(k̂n) −→ zn−v, v = 2, 3, · · ·n− 1.y=, su

{
(Λn−1(k̂n),Λn−2(k̂n), · · · ,Λ1(k̂n),

m∏

j=1

a
kj,n

j,1 )t : kj ∈ N, j = 1, 2, · · · ,m
}P Cn \ {(σ1, · · · , σn−1, 0)

t : σv ∈ C, v = 1, 2, · · · , n− 1} f#8, 0P:P Cn f#8. B), uh
{
(Λn−1(k),Λn−2(k), · · · ,Λ1(k),

m∏

j=1

a
kj

j,1)
t : kj ∈ N, j = 1, 2, · · · ,m

}P Cn f#8.B	�CE 5_:jU>, PY�b3-.6 2.1 (i) W�;% 2.1 5_:, �=�M�k�2mwsw T = (T1, · · · , Tm) 5�2m ,. jfZ,

HC(T ) = C
n \ {(σ1, · · · , σn−1, 0)

t : σj ∈ C, j = 1, · · · , n− 1}.j:�, HC(T ) k Cn 5;S#su, AJP Cn f5S; ,<�=$��2mwsw
T 5+S�2m ,5f.

(ii) W�;% 2.1, m-wsw T = (T1, · · · , Tm) k�2m5/k�;;5v;% 1.1.^ X0 = Y0 k Cn 5#su, {k1,n}, {k2,n}, · · · , {km,n} k:S5^℄t//, >S?5
x ∈ X0, x 6= 0, Va

T
kl,n

1 T
k2,n

2 · · ·T km,n

m x −→ 0,

T
kl,n

1 T
k2,n

2 · · ·T km,n
m Snx −→ x,wJ

T
kl,n

1 T
k2,n

2 · · ·T km,n

m −→ 0,

T
kl,n

1 T
k2,n

2 · · ·T km,n

m Sn −→ 1.B), �4
Snx −→ (T

kl,n

1 T
k2,n

2 · · ·T km,n

m )−1x −→ ∞.W� Costakis PÆ [3] f5�B, �7:�=41 n-wsw (T1, T2, · · · , Tn) P C
n Z�k�2m5, *AU$�95�4.�� 2.1 ^ T = (T1, T2, · · · , Tn), Hf Tj (j = 1, 2, · · · , n) k (2.1) f+h5�Z,R T P C

n Z�k�2m5./ 'GC_B, |^ (T1, · · · , Tn) k�2mwsw, W�;% 2.1, �7�=41, uh
{(

Λn−1(k),Λn−2(k), · · · ,Λ1(k),

n∏

j=1

a
kj

j,1

)t

: kj ∈ N, j = 1, 2, · · · , n
}



50 u 1 C � A t 39 �P Cn f#8.;�et f : Cn −→ Cn , f(x1, · · · , xn−1, xn) = (ex1 , · · · , exn−1 , xn), �P f k*05, AJk5℄, B)uh






(eα
n−1
1 )k1(eα

n−1
2 )k2 · · · (eα

n−1
n )kn

...

(eα
1
1)k1(eα

1
2)k2 · · · (eα

1
n)kn

ak1
1,1a

k2
2,1 · · · a

kn

n,1




: kj ∈ N, j = 1, 2, · · · , n



P Cn f#8, Hf

αω
j =

∑

n−1∑

i=1

iνi+1=ω

(−1)(sn−1) (sn)!
n−1∏
i=1

νi+1!

n−1∏
i=1

aνij,i+1

asnj,1
, sn =

n−1∑

i=1

νi+1, ω = 1, 2, · · · , n− 1.Y�?qH n S>��ZZ�5wsw






eα
n−1
1 0 · · · 0

0 eα
n−2
1

. . .
...

...
...

. . . 0

0 0 · · · a1,1




,




eα
n−1
2 0 · · · 0

0 eα
n−2
2

. . .
...

...
...

. . . 0

0 0 · · · a2,1




, · · · ,




eα
n−1
n 0 · · · 0

0 eα
n−2
n

. . .
...

...
...

. . . 0

0 0 · · · an,1





P C

n Zk�2m5, B	 , (1, 1, · · · , 1)t �k|5�2m ,. YL Feldman PÆ [6]f5;% 3.6 6?.Z9U$5 m-wswkH n× n 5ZX�5 Toeplitz �ZZ�5, k���.5K+. �95�;�5K", G Tutv,α1 �i
tk v�}\bk α1 5ZX�5 Toeplitz �Z, w
Tutv,α1 =




α1 α2 · · · αv

0 α1
. . .

...
...

...
. . . α2

0 0 · · · α1




.^ T k n× n K�Z, JL;SdJ p SW0!5 n× n W0!�Z��o, RHC% 2.2 �`�Z T JV�+h:

T = diag
{
Tutn1,α1,1 , · · · , T utnp,αp,1

}
= Tutn1,α1,1 ⊕ · · · ⊕ Tutnp,αp,1 , (2.13)Hf n1 + · · ·+ np = n, α1,1, · · · , αp,1 ∈ C.



1 G sF1 ��� �*h I n× n [Y� Toeplitz �[z[�6�3n�[x 51W�C% 2.2 f;% 2.1, PX;�K+�, U$V�;%.�� 2.2 ^ T = (T1, · · · , Tm) k;SH m S n× n K�ZZ�5wsw, J
Tj = Tut

n1,α
(1)
j,1

⊕ · · · ⊕ Tut
np,α

(p)
j,1

, (2.14)Hf α
(b)
j,1 ∈ C \ {0}, b = 1, · · · , p; j = 1, · · · ,m, R m-wsw T k�2m50J�0uh

{(
Λ
(1)
n1−1(k),· · ·,Λ

(1)
1 (k),

m∏

j=1

(a
(1)
j,1)

kj ,· · ·,Λ
(p)
np−1(k),· · ·,Λ

(p)
1 (k),

m∏

j=1

(a
(p)
j,1 )

kj

)t

: k1,· · ·, km∈ N

}P Cn f#8./ W�;% 2.1 jU>_:YS
a, )(b3_:�.W��4 2.1, jU>41�95
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Abstract In this paper, based on the results of Feldman and Costakis, the authors consider

the problem of hypercyclic tuple operators. Let T = (T1, · · · , Tm) be a tuple of n×n complex

upper triangular Toeplitz matrices. A necessary and sufficient condition for the tuple to be

hypercyclic is obtained.
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