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自共轭四元数矩阵特征值的极值原理
Ξ

黄　礼　平
(湘潭矿业学院基础科学部, 湘潭411201)

摘　要　本文将H erm ite 算子特征值的两个一般的极值原理推广到自共轭四元数矩

阵, 并给出了几个推论, 同时也去掉了子空间的包含条件.
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本文证明了自共轭四元数矩阵特征值的两个一般的极值原理, 从而将[ 1 ]- [ 3 ]中的重要

结果推广到四元数体.

设H 为实四元数体, H
m ×n为 H 上m ×n 矩阵的集合, S H

n×n为 n 阶自共轭四元数矩阵[ 4 ]

的集合, A
3 为A 的共轭转置矩阵. 设A ∈S H

n×n , 用 t rA = ∑
n

i= 1

a ii 表示A 的迹, 按照谢邦杰定

义[ 5, 6 ]
, 用 úA ú 表示A 的行列式, 用 Κ1 (A ) ≥⋯≥ Κn (A ) 表示A 的 n 个特征值, 设H

n 为H 上

n 维列向量构成的右向量空间, 其中定义了内积 (x , y ) = x 3 y (x , y ∈H
n) , 如果 x 3 y = 0, 则称

x 与 y 广义正交. 对于H
n 中的一组向量 Α1, ⋯, Αk , 如果 Α3

i Αj = ∆ij (k ronecker 符号) , 1 ≤ i, j ≤

k , 则称 Α1, ⋯, Αk 是广义标准正交的. 类似可定义广义正交基、广义正交补等概念. 设[Α1, ⋯, Αk ]

为由 Α1, ⋯, Αk 所生成的H
n 的子空间, H

n×k
U = {A ∈H

n×k ûA 3 A = I k , k ≤ n}.

引理 1　 设 Α1, ⋯, Αk 是H
n 中任一个右线性无关的向量组, 则存在H

n 中的一个广义标准

正交的向量组 e1, ⋯, ek , 使得对于 s = 1, ⋯, k 都有

[Α1, ⋯, Αs ] = [e1, ⋯, es ]. (1)

证明　令 Β1 = Α1, Βs = Αs - ∑
s- 1

i= 1

ΒiΑ
3
s Βi (Β

3
i Βi)

- 1, s = 2, ⋯, k , ei = Βi (Β
3
i Βi)

- 1
2 , 则 e1, ⋯,

ek 广义标准正交且 (1) 成立. 证毕.

引理2
[ 7 ]　设V 1,V 2< H

n
, 则

dim (V 1 + V 2) = dimV 1 + dimV 2 - d im (V 1 ∩V 2). (2)

　　引理3
[ 8 ]　设A ∈S H

n×n
,U k∈H

n×k
U , 则对于1≤i≤k 有

Κn- k+ i (A ) ≤ Κi (U
3
k A U k ) ≤ Κi (A ). (3)

　　引理4　设1≤i1< ⋯< ik≤n , R t< H
n , d im R t≥i t, S k < ⋯< S 1< H

n , d im S t≥n - i t+ 1, t= 1,

⋯, k , 则存在广义标准正交的 x t∈R t, t= 1, ⋯, k 和广义标准正交的 y t∈S t, t= 1, ⋯, k 使得
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[x 1, ⋯, x k ] = [y 1, ⋯, y k ]. (4)

　　证明　当 k= 1时显然成立. 假设对 k - 1的情况 (k≥2) 命题成立, 则对于 k , 由归纳假设知

存在广义标准正交的 x ′
t ∈R t, t = 2, ⋯, k 和广义标准正交的 y t ∈S t, t = 2, ⋯, k 使得[x ′

2, ⋯,

x ′
k ] = [y 2, ⋯, y k ]. 令 S ′

k = [y 2, ⋯, y k ] Ý [y 2, ⋯, y k ]
⊥∩S 1, 则 d im S ′

k ≥ d im S 1 ≥ n - i1 + 1.

令 P t = S ′
k ∩R t, 则 dim P t ≥ i t - i1 + 1 ≥ t, t = 1, ⋯, k 且 P 1 < ⋯ < P k. 显然, x ′

t ∈ P t, t =

2, ⋯, k. 不难证明: 存在 x ″
t ∈P t 使得 x ″

1, ⋯, x ″
k 右线性无关且[x ′

2, ⋯, x ′
k ] < [x ″

1, ⋯, x ″
k ]. 由引理

1 易知存在广义标准正交的 x t ∈P t, 使得[x ″
1, ⋯, x ″

k ] = [x 1, ⋯, x k ]. 显然, x t ∈R t, t = 1, ⋯, k.

因此, 取单位化向量 y 1 ∈ [y 2, ⋯, y k ]⊥∩ [x 1, ⋯, x k ], 则 y 1, ⋯, y k 广义标准正交且[y 1, ⋯, y k ]

= [x 1, ⋯, x k ]. 因为 y 1 ∈ S ′
k ∩ [y 2, ⋯, y k ]⊥, 所以 y 1 ∈ S 1. 证毕.

引理 5
[ 8 ]　设A ∈ S H

n×n
, 则 úA ú = ∏

n

i= 1
Κi (A ) 且

t rA = ∑
n

i= 1
Κi (A ). (5)

引理 6
[ 9 ]　设A = (a ij ) ∈ S H

n×n
, 则

(a11, ⋯, ann) ; (Κ1 (A ) , ⋯, Κn (A ) ). (6)

定理　设A ∈ S H
n×n

, Κ1 ≥⋯≥ Κn 为A 的特征值, 1 ≤ i1 < ⋯ < ik ≤ n , 则有:

( i)　如果 Υ( t1, ⋯, tk ) 是关于每个变量 ti ∈R 的增函数, 则

Υ(Κi1 , ⋯, Κik
) = sup

S t< H n

dimS t= it

inf
X = (x 1, ⋯, x k

)

x t∈S t, X 3 X = Ik

Υ(Κ′1, ⋯, Κ′
k ) , (7)

其中 Κ′1 ≥⋯≥ Κ′
k 为X 3 A X 的 k 个特征值.

( ii)　如果 F ( t1, ⋯, tk ) 是R
k 上增的 Schu r2凸函数[ 10 ]

, 则

F (Κi1 , ⋯, Κik
) = sup

S t< H n

dimS t= it

inf
x t∈S t

x
3
r x t= ∆rt

F (x
3
1 A x 1, ⋯, x

3
k A x k ). (8)

证明　由[6 ] 知存在U = (u 1, ⋯, u n) ∈H
n×n
U 使得A = U

3
diag (Κ1, ⋯, Κn)U. 因此,

A u i = Κiu i, 1 ≤ i ≤ n. (9)

1)　首先证明: 存在P t < H
n
, d im P t = i t, 使得任取广义标准正交的x t ∈P t, t = 1, ⋯, k 都

有

Υ(Κi1 , ⋯, Κik
)≤ Υ(Κ′1, ⋯, Κ′

k ). (10)

F (Κi1 , ⋯, Κik
)≤ F (x

3
1 A x 1, ⋯, x

3
k A x k ). (11)

事实上, 令 P t = [u 1, ⋯, u it
], 则 dim P t = i t 且 P 1 < ⋯ < P k. 任取广义正交的 x t ∈ P t, t = 1,

⋯, k , 设X = (x 1, ⋯, x k ) ∈H
n×k
U . 将 x 1, ⋯, x t 扩充为S t 的一组广义标准正交基 x 1, ⋯, x t, v t+ 1,

⋯, v it
, 令V t = (x 1, ⋯, x t, v t+ 1, ⋯, v it

) ∈ H
it×it
U , 则显然存在Q t ∈ H

it×it
U 使得 V t = (u 1, ⋯,

u it
)Q t. 由引理 3 知

　　　　Κt (X 3 A X ) ≥ Κt ( (x 1, ⋯, x t) 3 A (x 1, ⋯, x t) ) ≥ Κit
(V

3
t A V t)

≥ Κit
( (u 1, ⋯, u it

) 3 A (u 1, ⋯, u it
) ) = Κit

, (12)

t = 1, ⋯, k. 所以由 Υ的递增性知 (10) 成立.
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另一方面, 由 x t ∈ P k 知 x t = ∑
it

j= 1
u j Αtj , Αtj ∈H , 因此对于 t = 1, ⋯, k 有:

x
3
t A x t = ∑

it

j = 1
Κj (Α3

tj Αtj ) ≥ Κit∑
it

j = 1
Α3

tj Αtj = Κit. (13)

因此由 F 的递增性或凸性知 (11) 成立.

2)　再证明: 任取 S t < H
n
, d im S t = i t, 存在广义标准正交的 x t ∈ S t, t = 1, ⋯, k , 使得

Υ(Κi1 , ⋯, Κik
)≥ Υ(Κ′1, ⋯, Κ′

k ). (14)

F (Κi1 , ⋯, Κik
)≥ F (x

3
1 A x 1, ⋯, x

3
k A x k ). (15)

　　事实上, 令N t = [u it, u it+ 1, ⋯, u n ], 则 dimN t = n - i t + 1 且N 1 = ⋯ = N k. 由引理 4 知

存在广义正交的 x t ∈ S t, t = 1, ⋯, k 和广义标准正交的 y t ∈N t, t = 1, ⋯, k , 使得[x 1, ⋯, x k ]

= [y 1, ⋯, y k ]. 设X = (x 1, ⋯, x k ) , Y = (y 1, ⋯, y k ) , 则存在Q k ∈H
n×k
U 使得X = YQ k. 令 i′t =

n - ik- t+ 1 + 1, R t = N k- t+ 1, 则 1 ≤ i′1 < ⋯ < i′k ≤ n 并且R 1 < ⋯ < R t, d im R t = i′t. 仿照 1)

的证明同理可知

　　　 - Κk- t+ 1 (X 3 A X ) = Κt (X 3 (- A )X ) = Κt (Q
3
k Y 3 (- A ) YQ k )

≥ Κt (Y 3 (- A ) Y ) ≥ Κi′k
(- A ) = - Κik- t+ 1. (16)

因此有 Κ′t ≤ Κit, t = 1, ⋯, k , 由 Υ的递增性知 (14) 成立.

另一方面, 由引理 6 知

(x
3
1 A x 1, ⋯, x

3
k A x k ) ; (Κ′1, ⋯, Κ′

k ). (17)

因此由 F 的 Schu r2凸性与 (14) 知 (注意到 F 为增函数) :

　　F (Κi1 , ⋯, Κik
) ≥ F (Κ′1, ⋯, Κ′

k ) ≥ F (x
3
1 A x 1, ⋯, x

3
k A x k ).

结合 1) 和 2) , 易知 (7) 和 (8) 均成立. 证毕.

特别, 因为 Υ= ∑
k

i= 1
ti 与 Υ= ∏

k

i= 1
t i ( ti ≥ 0) 均为增函数, 所以由定理与引理 5 知有:

推论 1　 设A ∈ S H
n×n

, 1 ≤ i1 < ⋯ < ik ≤ n , Κ1 ≥⋯≥ Κn 为A 的特征值, 则

∑
k

t= 1
Κit

= sup
S t< H n

dimS t= it

inf
X = (x 1, ⋯, x k

)

x t∈S t, X 3 X = Ik

t r (X 3 A X ). (18)

推论 2　 设A 为 n 阶半正定自共轭四元数矩阵[ 4 ]
, 1 ≤ i1 < ⋯ < ik ≤ n , Κ1 ≥⋯≥ Κn 为

A 的特征值, 则

∏
k

t= 1
Κit = sup

S t< H n

dimS t= it

inf
X = (x 1, ⋯, x k

)

x t∈S t, X 3 X = Ik

úX 3 A X ú. (19)

由 (13) , (16) 与引理 6, 仿照定理证明的方法, 不难验证:

推论 3　 在推论 1 的条件下, 如果 c1 ≥⋯≥ ck ≥ 0,

∑
k

t= 1
ctΚit = sup

S t< H n

dimS t= it

inf
x t∈S t

x
3
r x t= ∆rt

∑
k

t= 1
ctx

3
t A x t. (20)
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Extrem un Pr inc iples of E igenva lues for
Self -Con jugate Quatern ion M atr ix

H uang L ip ing
(D ep t. of Basi. Sciences. , X iangtan M ining Institu te, X iangtan 411201)

Abstract

T h is paper ex tends tw o genera l ex trem un p rincip les of eigenvalues of H erm ite opera to r

to the self2con juga te quatern ion m atrix.

Keywords　 self2con juga te quatern ion m atrix, eigenvalues, ex trem un p rincip le, genera lized

o rthono rm alizing
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