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偏 序 集 的 完 备 化
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摘　要　首先给出了偏序集的一些完备化的具体构造, 又给出了关于完备格中完备

子集的某些有用的定理, 最终解决了关于偏序集的所有可能的完备化问题.
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§1　偏序集的一些完备化的具体构造

设 (A , ≤)是偏序集, A 是集, 二元关系≤满足:

(1)　a≤a , Π a∈A ;

(2)　a≤b & b≤a] a= b;

(3)　a≤b & b≤c] a≤c.

也有时把偏序关系≤记为 R = { (a , b) : a∈A & b∈A & a≤b}= { (a , b) : a , b∈A & aR b}.

对 a∈A , 作 I (a) = {y ∈A : y≤a}叫做以 a 为上界的主理想, 则有: I (a) ≠Á , I (a ) ϕ A . 映

射 I 的定义域为 dom ain ( I ) = A , A 在 I 下的像为 im age ( I ) = { I (a) : a∈A }ϕ P (A ) = {B : B ϕ
A }, 其中 P (A )为A 的幂集, a≤b] I (a) ϕ I (b) , I (a) ϕ I (b) ] a≤b, 所以 I 是1对1的双方保序

的映射, (A , ≤)同构于 ({ I (a) : a∈A }, ϕ ) , 即 (A , ≤) µ ({ I (a) : a∈A }, ϕ ) , I 为同构映射, 包

含关系ϕ 作为 P (A )以及{I (a) : a∈A }中的“元素”(实际是A 的子集之间)之间的偏序关系.

令 Α是一个序数, Α≠0, 则

Α= {k: k < Α}= {0, 1, 2, ⋯, k , ⋯}k< Α.

A
Α= { (a0, a1, ⋯, ak , ⋯) : k< Α& ak∈A },

P (A
Α) = {S : S ϕ A

Α
}, s∈S ] s= (a

(s)
0 , a

(s)
1 , ⋯, a

(s)
k , ⋯) k< Α.

M
(1)
Α (A ) =

df .

{∩
k< Α

I (a
(s)
k ) : s∈A

Α}κ {I (a) : a∈A },

M
(2)
Α (A ) =

df .

{∪
k< Α

I (a
(s)
k ) : s∈A

Α
}κ {I (a) : a∈A }.

作

C
(1)
Α (A ) = {X : (ϖ S ∈P (A

Α) ) (X = ∪
s∈S

(∩
k< Α

I (a
(s)
k ) ) ) },
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C
(2)
Α (A ) = {X : (ϖ S ∈P (A

Α) ) (X = ∩
s∈S

(∩
k< Α

I (a
(s)
k ) ) ) },

L
(1)
Α (A ) = {X : (ϖ S ∈P (A

Α) ) (X = ∪
s∈S

(∪
k< Α

I (a
(s)
k ) ) ) },

L
(2)
Α (A ) = {X : (ϖ S ∈P (A

Α) ) (X = ∩
s∈S

(∪
k< Α

I (a
(s)
k ) ) ) },

则有:

( i)　{I (a) : a∈A }ϕ C
(1)
Α (A ) ϕ P (A ) , 　{ I (a) : a∈A }ϕ C

(2)
Α (A ) ϕ P (A ) ,

{I (a) : a∈A }ϕ L
(1)
Α (A ) ϕ P (A ) , 　{ I (a) : a∈A }ϕ L

(2)
Α (A ) ϕ P (A ) ;

( ii) 　C
(1)
Α (A ) , L

(1)
Α (A ) 在集合的“并运算”下是封闭的; C

(2)
Α (A ) , L

(2)
Α (A ) 在集合的“交运

算”下是封闭的, 因此C
(1)
Α (A ) , C

(2)
Α (A ) , L

(1)
Α (A ) , L

(2)
Α (A ) 在ϕ 下是完备格. 所以, 它们都是 (A ,

≤) µ ({I (a) : a∈A }, ϕ )的完备化.

对偶地, 用以 a 为下界的主滤子 F (a) = {y∈A : y≥a}代替以 a 为上界的主理想 I (a)来作

也可得到 (A , ≤)的完备化, 不过要注意的是: 要用κ 来代替ϕ .

§2　关于完备格中完备子集的某些定理

在这一节里所叙述的定理, 不仅为下面的两节作好准备, 而且它们本身也是有独立的意义

和价值的, 也是十分有趣的结果.

定理1　设 (L , ≤, ∨, ∧, 0, 1)是一个完备格, Υ是保序的L 的自映射, 则 F ix (Υ) = {x ∈L :

Υ(x ) = x }在≤下也是一个完备格.

定理2　设 (L , ≤, ∨, ∧, 0, 1) 是一个完备格, C Α L , 则: C 在≤下为完备格Ζ 存在一个保

序的、幂等的L 的自映射 Υ使得 F ix (Υ) = {x ∈L : Υ(x ) = x }= im age (Υ) = {Υ(x ) : x ∈L }= C.

定理1. 2的证明请见[4 ].

定理3　设 (L , ≤, ∨, ∧, 0, 1) 是一个完备格,M ϕ L , 对任 x ∈L 定义 Υ(x ) = ∨{y ∈M : y

≤x }, 则有:

(1)　Υ(x )≤x , Π x ∈L ;

(2)　x ∈M ] Υ(x ) = x ;

(3)　u≤v ] Υ(u )≤Υ(v ) ;

(4)　Υ(Υ(x ) ) = Υ(x ) ;

(5)　F ix (Υ) = {x ∈L : Υ(x ) = x }在≤下是一个完备格;

(6)　M ϕ F ix (Υ) = im age (Υ) ϕ L .

定理4　设 (L , ≤, ∨, ∧, 0, 1) 是一个完备格,M ϕ L , 对任 x ∈L 定义 Ω(x ) = ∧{y ∈M : y

≥x }, 则有:

(1)　Ω(x )≥x ;

(2)　x ∈M ] Ω(x ) = x ;

(3)　u≤v ] Ω(u )≤Ω(v ) ;

(4)　Ω(Ω(x ) ) = Ω(x ) ;

(5)　F ix (Ω) = {x ∈L : Υ(Ω) = x }在≤下是一个完备格;
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(6)　M ϕ F ix (Ω) = im age (Ω) ϕ L .

定理3, 4的证明方法与定理2的证明方法一样.

§3　关于C
(1)
Α (A ) , C

(2)
Α (A ) , L

(1)
Α (A ) , L

(2)
Α (A )的又一生成方法

在§1中, 当进行到M
(1)
Α (A )与M

(2)
Α (A )之后, 就已有:

{I (a) : a∈A }ϕ M
(1)
Α (A ) ϕ P (A ) , { I (a) : a∈A }ϕ M

(2)
Α (A ) ϕ P (A ) ,

现在用§2中的定理3与定理4, P (A ) 作为定理3, 4中的L ,M
(1)
Α (A ) 与M

(2)
Α (A ) 作为定理3, 4中

的M , 则 Υ与 Ω的 F ix (Υ) , F ix (Ω)恰好就是C
(1)
Α (A ) , C

(2)
Α (A ) ,L

(1)
Α (A ) , L

(2)
Α (A ).

至于C
(1)
Α (A ) , C

(2)
Α (A ) ,L

(1)
Α (A ) ,L

(2)
Α (A )的对偶情况 (用主滤子 F (a) ;M

(1)
Α (A ) ,M

(2)
Α (A ) 构

成方法一样; 然后用定理3, 4) , 也可类似地得到.

§4　偏序集的所有的完备化

定义　设 (A , ≤A ) 是偏序集, 若偏序集 (C , ≤C ) 满足: (1) (C , ≤C ) 是完备格; 　 (2) 能把

(A , ≤A ) 嵌入到 (C , ≤C ) 中去 (即存在有一个 1对 1的、双方保序的映射 f : A →C. 再说得详细

些, f 是函数,

　　　dom ain (f ) = A , im age (f ) ϕ C , x 1 ≠ x 2

　　　　] f (x 1) ≠ f (x 2) , x 1 ≤A x 2

　　　　Ζ f (x 1) ≤C f (x 2) , Π x 1, x 2 ∈A , Π f (x 1) , f (x 2) ∈ im age (f ) ,

则称 (C , ≤C ) 是 (A , ≤A ) 的一种完备化.

引理 1　设 (A , ≤A ) 是偏序集, 若 (A , ≤A ) 的任一完备化是 (C , ≤C ) , 则一定存在有B κ
A , 在 P (B ) 中存在有子族 F 与C 使得

(A , ≤A ) µ (F, ϕ ) , (C , ≤C ) µ (C, ϕ ) , F ϕ C ϕ P (B ) ,

C 在 ϕ 下是完备格, 其中 P (B ) = {X : X ϕ B } 是B 的幂集.

证明　因为 (C , ≤C ) 是 (A , ≤A ) 的完备化, 则:

(1) (C , ≤C ) 是完备格; 　 (2) 存在映射 f : A →C , f 是 1 对 1 的且是双方保序的

(A , ≤A ) µ
f

(A
3

, ≤3 ) ,A
3

= im age (f ) = {f (x ) : x ∈A },

≤3 是≤C 对A
3 的限制. (C - A

3 ) ∩A
3

= Á , 对C - A 3 作一个 1 对 1 的映射 g ,

dom ain (g ) = C - A 3 , im age (g ) = D ,

且使D ∩A = Á , 令B =
def

A ∪D κ A , h =
def

f - 1 ∪ g , 则 h: C →B 是 1 对 1 的且是映上的,

≤B =
def

{ (h (y 1) , h (y 2) ) : y 1 ∈C & y 2 ∈C & y 1 ≤Cy 2},

则 (C , ≤C ) µ
h

(B , ≤B ) ,A ϕ B , ≤A ϕ ≤B , (B , ≤B ) 是完备格. 作映射 I: B → P (B ) , 对任 b ∈

B , I (b) = {y ∈B : y ≤ b}, 在 I 下有:

　　 (A , ≤A ) µ
I

({I (a) : a ∈A }, ϕ ) , (B , ≤B ) µ
I

({I (b) : b ∈B }, ϕ ) ,
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　　{I (a) : a ∈A } ϕ {I (b) : b ∈B }, F =
def

{I (a) : a ∈A },

　　C = {I (b) : b ∈B }, F ϕ C ϕ P (B ) ,

C 在 ϕ 下是完备格.

引理 2　设 (A , ≤A ) 是偏序集, 集合B κ A , 在P (B ) 中有子族F, C 满足: (1) (A , ≤A ) µ
(F, ϕ ) ; 　 (2) F ϕ C ϕ P (B ) ; 　 (3) (C, ϕ ) 是完备格, 则 (C, ϕ ) 是 (A , ≤A ) 的一种完备化.

定理　设 (A , ≤A ) 是偏序集, 任取B κ A , 任取≤B κ ≤A , 对任 b∈B 作 I (b) = {y ∈B :

y ≤ b}, 在 I 下得 F = {I (a) : a ∈A }, F ϕ C ϕ P (B ) , C 在 ϕ 下是完备格, 则: 当B 变动, ≤B

变动, C 变动时得到的所有的 (C, ϕ ) 就是 (A , ≤A ) 的所有的完备化. 或者, 在得到 F 之后, 作

5 (B , ≤B ) = {Υ: Υ∈ P (B ) P (B )
, Υ是幂等的且保序, F ϕ F ix (Υ) }, 其中 P (B ) P (B ) 表示定义域为

P (B ) 取值在P (B ) 内 (包括on to 在内的) 的所有的映射, 则: 当B 变动, ≤B 变动, Υ变动时得到

的所有的 ( im age (Υ) , ϕ ) 就是 (A , ≤A ) 的所有的完备化.

证明　用完备化的定义、引理 1、引理 2 及§2 中的定理 2. 即得.
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On the Com pletion s of Posets

Y ang A nz hou
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Abstract

In th is paper, a ll po ssib le com p let ion s of a g iven po set a re ob ta ined and con struct ion of

severa l com p let ion s of a po set is descrided.
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