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对称几乎可约矩阵的两个指数集
Ξ

李　毓　祁
(海南省通什市人民银行, 通什572200)

摘　要　本文完全确定出 n (> 2) 阶对称非本原几乎可约布尔矩阵的幂敛指数集和

最大密度指数集.
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1　引　言

设 B= {0, 1}是由两个元所成的布尔代数, 具有布尔加法: a+ b= m ax{a , b}, 和布尔乘法:

aõb= m in{a , b}, a , b∈B, 这里在 B 中约定序: 0< 1. 定义在 B 上的矩阵称为布尔矩阵.

n (> 1)阶布尔矩阵A 称为是可约的, 如果有 n 阶置换矩阵 P , 使得

PA P
T
=

B 0

D C
,

这里 P
T 是 P 的转置, 右上块是 r× (n- r)阶零矩阵, 0< r< n ,B , C 是非空方阵. 不是可约的方

阵称为不可约.

设 Bn 是 n 阶布尔矩阵的集合. A ∈Bn 称为几乎可约, 如果A 是不可约的, 但若把A 的任

意一个非零元素 (即1)改为零, 则A 为可约.

对于任意的A ∈Bn, A 的幂序列A , A
2, A

3, ⋯显然构成 Bn 的一个有限子半群〈A 〉. 因此,

存在一个最小正整数 k = k (A ) 使得A
k = A

k+ t对于某个整数 t> 0成立. 同时存在一个最小正整

数 p = p (A )使得A
k = A

k+ p成立. 称正整数 k= k (A )为A 的幂敛指数, 而称正整数 p = p (A ) 为

A 的周期. 记周期是 p 的 n 阶不可约布尔矩阵之集合为 IB n, p.

设A 是 n 阶布尔矩阵, 在幂序列A ,A
2,A

3, ⋯中, 各次幂A
j 中1的个数的最大值称为A 的

最大密度, 记为 Λ(A ) = m ax
m

ûA
m û , 这里用ûM û表示布尔矩阵M 中1的个数. A 的最大密度指数

定义为: h (A ) = m in{m ∈Z+ ûûA
m û= Λ(A ) }, 这里 Z+ 为正整数集.

熟知, 任一个 n 阶布尔矩阵A = (a ij ) n×n可以自然地对应一个 n 阶有向图D (A ) (称为A 的

伴随有向图) , 其顶点集为{v 1, v 2, ⋯, v n}, 而从顶点 v i 到顶点 v j 有一条弧当且仅当 a ij≠0. 反

之. 若D 是任意一个 n 阶有向图 (允许有环但不允许有重复弧) , 取A = A (D ) 为D 的邻接矩

阵, 则D 就是A 的伴随有向图. 因此, 在 Bn 和以{v 1, v 2, ⋯, v n}为顶点集的 n 阶有向图的集合
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之间存在一一对应关系. A 是不可约布尔矩阵的充分必要条件是其伴随有向图D (A ) 是强

连通的. 若A 是 n 阶不可约布尔矩阵, 则A 的周期 p (A )等于A 的伴随有向图D (A )中所有有

向圈的圈长的最大公约数.

有向图D (A ) 称为极小强连通的, 如果D (A ) 本身是强连通, 但任意去掉D (A ) 的一条弧

后就不再是强连通的. 显然,A 是几乎可约布尔矩阵的充分必要条件是其伴随有向图D (A ) 是

极小强连通的.

用 SNB n 表示 n (> 2) 阶对称非本原几乎可约布尔矩阵之集合. 若A ∈SNB n (n> 2) , 则A

的伴随有向图D (A ) 是极小强连通二部图, 且D (A ) 是对称有向图[ 1 ]
. 从而D (A ) 中仅有偶圈

而无奇圈, 其最小圈长 s= 2, 周期 p (A ) = 2. 因此, 集合 SNB n (n> 2) 与二部图的一个特殊类

——对称极小强连通二部图的集合之间存在一一对应关系. 故可用图论的技巧来确定出 SNB n

的幂敛指数集: N Kn= {k (A ) ûA ∈SNB n (n> 2) }和最大密度指数集: N H n= {h (A ) ûA ∈SNB n (n

> 2) }.

2　SNBn 的幂敛指数集

对于A ∈Bn , 1≤i, j≤n , 记D (A )中从顶点 v i 到顶点 v j 的所有途径的长之集为:

W A ( i, j ) = { l∈Z+ ûD (A )中从 v i 到 v j 有长为 l 的途径}

并记 (A l) ij为布尔矩阵A
l 的 ( i, j )位置上元素之值.

定义2. 1　设A ∈ IB n, p , 1≤i, j≤n , 局部幂敛指数 kA ( i, j ) 是最小整数 k > 0使得 (A l+ p ) ij =

(A l) ij (或者 l+ p∈W A ( i, j ) Ζ l∈W A ( i, j ) )对于所有整数 l≥k 成立.

显然 k (A ) = m ax
1≤i, j≤n

kA ( i, j ).

定义2. 2　设A ∈ IB n, p , 1≤i, j≤n , 局部量m A ( i, j ) 是最小整数m > 0使得 (A m + ap ) ij = 1 (或

者m + ap ∈W A ( i, j ) )对于所有整数 a≥0成立.

引理2. 1
[ 2 ]　若A ∈ IB n, p , 1≤i, j≤n , 则 kA ( i, j ) = m A ( i, j ) - p (A ) + 1.

记 d ( i, j )表示强连通有向图D (A )中从顶点 v i 到顶点 v j 的最短路长. 并记 d (D (A ) )为有

向图D (A )的直径. 显然 d (D (A ) ) = m ax
1≤i, j≤n

d ( i, j ).

设A ∈SNB n (n> 2) , 则D (A ) 是对称极小强连通二部图. 根据定义 2. 2 易见: 对于任意的

i, j ∈ Z+ , 1 ≤ i, j ≤ n , 有m A ( i, j ) = d ( i, j ) , 且m (A ) = m ax
1≤i, j≤n

m A ( i, j ) = m ax
1≤i, j≤n

d ( i, j ) =

d (D (A ) ). 显然1≤d (D (A ) ) ≤n - 1, 故1≤m (A ) ≤n - 1, 由引理2. 1的结论可得1≤k (A )

≤ n - 2, 即N Kn Α [1, ⋯, n - 2 ], 这里[a , ⋯, b ] 表示集合{m ∈ Zûa ≤m ≤ b}, a , b ∈ Z (整

数集).

为了方便表述起见, 使用如下符号: V (D ) 表示有向图D 的顶点之集, E (D ) 表示有向图D

的弧之集, [ i, j ] 表示有向图D 中顶点 v i 与顶点 v j 之间的双向连通边, 即表示一个 2 圈, 1 ≤ i,

j ≤ n , i ≠ j , i, j ∈ Z+
.

定理2. 1　无论 n (> 2)是奇数还是偶数, 都有N Kn= [1, ⋯, n- 2 ].

证明　考察下面的 n 阶有向图D (A ) ,

V (D (A ) ) = {1, 2, ⋯, n}.
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　　E (D (A ) ) = {[1, 2 ], [ 2, 3 ], [ 3, 4 ], ⋯, [k , k + 1 ], [k + 1, k + 2 ], [k+ 1, k+ 3 ],

[k + 1, k + 4 ], ⋯, [k + 1, n- 2 ], [k+ 1, n- 1 ], [k+ 1, n ]}.

显然 D (A ) 是对称极小强连通二部图, D (A ) 的邻接矩阵 A ∈SNB n (n > 2). m (A ) =

m ax
1≤i, j≤n

m A ( i, j ) = m A (1, n) = k+ 1, k (A ) = m (A ) - p (A ) + 1= k , 1≤k≤n - 2, 故N Kn= [ 1, ⋯, n

- 2 ], 证毕.

3　SNBn 的最大密度指数集

本节研究 SNB n (n> 2) 的另一个参数——最大密度指数: h (A ) = m in{h∈Z+ ûA
h 中1的个

数最大}. 为此, 先给出行向量 (n1, n2, ⋯, np )的循环周期的定义: 设

C =

0 1 0 0 ⋯ 0

0 0 1 0 ⋯ 0

0 0 0 1 ⋯ 0

� � � � ω �
0 0 0 0 ⋯ 1

1 0 0 0 ⋯ 0 p×p

为 p 阶循环矩阵, 则满足C
j (n1, n2, ⋯, np ) T

= (n1, n2, ⋯, np ) T 的最小正整数 j 称为行向量 (n1,

n2, ⋯, np ) 的循环周期, 记为 Σ(n1, n2, ⋯, np ) , 即 Σ(n1, n2, ⋯, np ) = m in { j∈Z+ ûC
j (n1, n2, ⋯,

np ) T
= (n1, n2, ⋯, np ) T

}, 易见必有 Σ(n1, n2, ⋯, np ) ûp.

引理3. 1
[ 3 ]　假设A ∈ IB n, p , n≥p > 1, 则有置换矩阵Q , 使得QA Q

T 为“非本原标准形”:

QA Q T =

0 A 1 0 ⋯ 0

0 0 A 2 ⋯ 0

� � � ω �
0 0 0 ⋯ A p - 1

A p 0 0 ⋯ 0 n×n

, (3. 1)

这里主对角线上的零块是方块, 块A i 是 n i × n i+ 1 阶布尔矩阵, n i > 0, i = 1, 2, ⋯, p , 下标按模

p 理解, ∑
p

i= 1
n i = n.

把形如 (3. 1) 的布尔矩阵记为A Q = (n1,A 1, n2,A 2, ⋯, np ,A p , n1) , 简记为A Q = (A 1,A 2,

⋯, A p ). 设A = (n1,A 1, n2,A 2, ⋯, np ,A p , n1) ∈ IB n, p , 则行向量 (n1, n2, ⋯, np ) 由A 所确定, 且

Σ(n1, n2, ⋯, np ) ûp (A ).

引理 3. 2
[ 3 ]　设A ∈ IB n, p , 且A 具有非本原标准形A Q = (n1,A 1, n2,A 2, ⋯, np ,A p , n1) , 则

h (A ) = m in{m ∈ Z+ : m ≥ k (A ) 且 Σûm } = Σ[
k (A )

Σ ].

这里 Σ= Σ(n1, n2, ⋯, np ) , [x ] 表示不小于 x 的最小整数.

定理 3. 1　设A ∈ SNB n (n > 2) , 且A 具有非本原标准形A Q = (n1,A 1, n2,A 2, n1) , 则

h (A ) =
k (A ) , 　　　 n1 = n2.

2õ [
1
2

k (A ) ], n1 ≠ n2.
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　　证明　A ∈SNB n (n > 2) , p (A ) = 2, 取2阶循环矩阵为C =
0 1

1 0
. 若n1 = n2, 则Σ=

1; 若 n1 ≠ n2, 则 Σ= 2. 根据引理 3. 2 的结论本定理得证. 证毕.

定理 3. 1 的结论说明了: h (A ) 可以由 k (A ) 直接计算得到. 根据定理 2. 1 和定理 3. 1 的结

论易见: ( i) 当 n (> 2) 是偶数时,N H n Α [1, ⋯, n - 2 ]; ( ii) 当 n (> 2) 是奇数时,N H n Α [1,

⋯, n - 1 ].

定理 3. 2　 ( i) 若 n (> 2) 是偶数, 则N H n = [1, ⋯, n - 2 ];

( ii)　若 n (> 2) 是奇数, 则N H n = {m : 2 ≤m ≤ n - 1 是 2ûm }.

证明　 ( i) n (> 2)是偶数的情形.

1)　若 n= n1+ n2是偶数, 且 n1= n2, 则考察下面的有向图D (A ).

V (D (A ) ) = {1, 2, ⋯, n}.

　　E (D (A ) ) = {[1, 2 ], [ 2, 3 ], [ 3, 4 ], ⋯, [h - 1, h ], [h , h+ 1 ], [h+ 1, h+ 2 ], [h , h+ 3 ],

[h+ 3, h+ 4 ], [h , h+ 5 ], [h+ 5, h+ 6 ], ⋯, [h , n- 4 ], [n- 4, n- 3 ],

[h , n- 2 ], [n- 2, n- 1 ], [h , n ]}.

显然 D (A ) 是对称极小强连通二部图,D (A ) 的邻接矩阵 A ∈ SNB n (n > 2) ,m (A ) =

m ax
1≤i, j≤n

m A ( i, j ) = m A (1, n - 1) = h + 1, k (A ) = m (A ) - p (A ) + 1 = h , 1 ≤ h ≤ n - 3, 且

h 是奇数. 当 h = n - 1 时,D (A ) 变成一条路, 直接计算得:

m (A ) = m A (1, n) = n - 1, k (A ) = m (A ) - p (A ) + 1 = n - 2.

故 k (A ) ∈ {1, 3, 5, 7, ⋯, n - 5, n - 3, n - 2} = S. V (D (A ) ) 分成两个互不相交的子集: X =

{1, 3, 5, 7, ⋯, n - 3, n - 1} (标号是奇数的顶点之集) 和 Y = {2, 4, 6, 8, ⋯, n - 2, n} (标号是

偶数的顶点之集}. n1 = ûX û =
n
2

= ûY û = n2, 故

h (A ) = k (A ) ∈ S.

2)　若 n = n1 + n2 是偶数, 且 n1 ≠ n2. 则根据定理 2. 1 的结论及其相应的有向图D (A )

可知: D (A ) 是二部图,V (D (A ) ) = X ∪ Y , X ∩ Y = Á , n1 = ûX û ≠ ûY û = n2, 故

h (A ) = 2õ [
1
2

k (A ) ], k (A ) ∈ [1, ⋯, n - 3 ].

当 k (A ) = n - 2 时, 易见 h (A ) = k (A ) = n - 2. 直接计算可得 h (A ) ∈ {2, 4, 6, 8, ⋯, n - 4,

n - 2} = T.

综合 1)、2) 可得: 当 n (> 2) 是偶数时,N H n = S ∪ T = [1, ⋯, n - 2 ].

( ii)　n (> 2) 是奇数的情形.

若 n = n1 + n2 是奇数, 则必有 n1 ≠ n2. 根据定理 2. 1 的结论及其相应的有向图D (A ) 是

二部图,V (D (A ) ) = X ∪ Y , X ∩ Y = Á , n1 = ûX û ≠ ûY û = n2, 故

h (A ) = 2õ [
1
2

k (A ) ], k (A ) ∈ [1, ⋯, n - 2 ].

直接计算可得 h (A ) ∈ {2, 4, 6, 8, ⋯, n - 5, n - 3, n - 1}, 即N H n = {m : 2 ≤m ≤ n - 1 且

2ûm }, 证毕.

本文曾得到我的导师钟集教授、柳柏濂教授以及周镇海副教授的悉心指导, 在此, 表示衷

心的感谢.
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Two Exponen t Sets for Symm etr ic Im pr im itive and
Nearly Reduc ible M atr ices
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Abstract

In th is paper w e m ake research on the set N K of ind ices of convergence and the set N H n

of ind ices of m ax im um den sity fo r the class of n×n symm etric im p rim it ive nearly reducib le

Boo lean m atrices. W e com p letely determ ine the index set N Kn and N H n.

Keywords　nearly reducib le, index of convergence, index of m ax im um den sity, m in im al

st rongly connected digraph.
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