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预给二面角的m 面凸多胞形嵌入R
d 的充分必要条件

Ξ
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摘　要　本文给出了预给二面角的m 面凸多胞形嵌入R d 的充分必要条件.
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文献[1 ]中给出了预给二面角的单形嵌入 E
n 的充分必要条件, 解决了一个完全新的类型

的嵌入问题. 本文将文献[1 ]的主要结果推广到 d 维欧氏空间 R
d 中的m 面凸多胞形, 给出了

预给二面角的m 面凸多胞形嵌入R
d 的充分必要条件.

定理　给了
m

2
(m > d )个实数 0≤Ηij < Π(1≤i< j≤m ) , 并令 ( i≠j ) Ηj i= Ηij , 则当且仅当下

列条件

( i)　m 阶对称矩阵A =

1 - co sΗij

1

ω
- co sΗij 1

是半正定的;

( ii)　A 的秩为 d ;

( iii)　A 的任一 d - 1 阶非零主子式A
i1 i2⋯id - 1

i1 i2⋯id - 1

, 必存在 s; t≠i1, i2, ⋯, id - 1, s≠t 使得A

的 d 阶子式

A
i1 i2⋯id - 1s

i1 i2⋯id - 1 t
< 0

同时满足时, 在R
d 中存在m 面凸多胞形, 它的任意两个侧面 F i, F j 所成之内二面角 F iF j = Ηij.

文中采用文献[2 ]中的记号和术语, R
d 表示 d 维欧氏空间,〈, 〉记其中的内积, 用小写字母

p , q 等表示 R
d 中的点, 并约定 p , q 也表示始点在原点终点为 p , q 的向量, S d - 1, 1记 R

d 中球心

在原点的单位球面, H (q, Α) = {x ∈R
d û〈q, x 〉= Α} (Α为实数) 记 R

d 中的超平面, K (q, Α) = {x

∈R
d û〈q, x 〉≤Α}表示 R

d 中由超平面H (q, Α) 所确定的闭半空间, P = conv {p 1, p 2, ⋯, p n}记 d

维凸多胞形 P 的最小内表示, 即 P 的顶点集 verP = {p 1, p 2, ⋯, p n}, P = ∩
m

i= 1
K (q i, Αi) 记 P 的不

可约外表示, 即H (q i, Αi)∩P 为 P 的侧面, 记为 F i ( i= 1, 2, ⋯,m ) , P . = {x ∈R
d û〈x , p〉≤1, p
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∈P }表示凸多胞形 P = conv {p 1, p 2, ⋯, p n}的极集, Ηij记侧面 F i, F j 所成的内二面角.

引理 1[ 3 ]　给了
m

2
个实数 0< Υij≤Π(1≤i< j≤m ) , 则在球面型空间S d - 1, 1中存在m 个点

p 1, p 2, ⋯, pm , 而S d - 2, 1中不存在这样的点使得p ip j = Υij (p ip j表示 p i 到 p j 的球面距离)对一切 i

≠j 成立的充要条件是

( i)　m 阶对称矩阵A =

1 co sΥij

1

ω
co sΥij 1

是半正定的;

( ii)　矩阵A 的秩为 d.

在下面的定理证明中, 还将用到文献[1 ]中的引理 3 和文献[2 ]中的部分结论, 恕不一一列

出.

定理的证明　必要性　设 P 为R d 中m 面凸多胞形, P 的m 个侧面分别为 F 1, F 2, ⋯, Fm ,

F i 与 F j 所成的内二面角为 Ηij , 不妨设原点O ∈ in tP (P 的内部) , F i 的仿射包 affF i 的方程

H (p i, 1) ( i = 1, 2, ⋯,m ) , 由[2 ] 推论 9. 6, P = ∩
m

i= 1
K (p i, 1) , 并且这种表示是不可约的, 显然 p i

为 P 的侧面 F i 的外法向量 (指向多胞形外部的法向量) , 由[2 ] 中定理 9. 1, P。= conv {p 1, p 2,

⋯, p m }, 0 ∈ in tP。, 设射线 0p i 交S d - 1, 1 于点N i ( i = 1, 2, ⋯,m ) ,N i,N j 间的球面距离记为Υij ,

则 Υij = Π- Ηij , 又因 0 ∈ in tP。, 故Q = conv {N 1,N 2, ⋯,N m } 为 d 维凸多胞形, 且 0 ∈ in tQ ,

由引理 1, 矩阵

A =

1 - co sΗij

1

ω
- co sΗij 1

=

1 co sΥij

1

ω
co sΥij 1

是半正定的, 且秩为 d , 即 ( i) , ( ii) 成立.

对于 A 的任一 d - 1 阶非零主子式 A
i1 i2⋯id - 1

i1 i2⋯id - 1

, 因 S d - 1, 1 中点 N i1 ,N i2 , ⋯,N id 的

Cayley2M enger 行列式

1 co sΥik il

1

ω
co sΥik il

1

=

1 - co sΗik il

1

ω
- co sΗik il

1

= A
i1 i2⋯id

i1 i2⋯id

≠ 0,

故N i1 ,N i2 , ⋯,N id - 1 线性无关, 从而这 d - 1 个点决定的一个径面所分隔的两个半球面中的任

一半球面都不可能包含Q 的全部顶点, 否则与 0 ∈ in tQ 相矛盾, 故 verQ 中必存在两个点N s |
{N i1 ,N i2 , ⋯,N id },N t | {N i1 ,N i2 , ⋯,N id } 使得N s,N t 分别在上述径面所分隔的两个半球面

上, 由[1 ] 中引理 3 知
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1 - co sΗik il
⋯ - co sΗi1 t

1 �
ω �

- co sΗik il 1 ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ - co sΗid - 1 t

- co sΗsl1 ⋯ ⋯ ⋯ - co sΗsid - 1 - co sΗst

　=

1 co sΥik il
⋯ co sΥi1 t

1 �
ω �

co sΥik il
1 ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ co sΥid - 1 t

co sΥsl1
⋯ ⋯ ⋯ co sΥsid - 1

co sΥst

< 0,

即A
i1 i2⋯id - 1s

i1 i2⋯id - 1 t
< 0, 从而 ( iii)成立.

充分性　令 Υij = Π- Ηij , 则 0< Υij≤Π(1≤i< j≤m ). 由 ( i) , ( ii)知矩阵

1 co sΥij

1

ω
co sΥij 1

=

1 - co sΗij

1

ω
- co sΗij 1

= A

是秩为 d 的半正定矩阵, 由引理 1, S d - 1, 1上存在m 个点 p 1, p 2, ⋯, pm 使得 p i, p j 间球面距离 Υij

(1≤i< j≤m ) , 对于{p 1, p 2, ⋯, pm }中任一个 d - 1 元线性无关子集{p i1, p i2 , ⋯, p id - 1}, 则有

1 co sΥik il

1

ω
co sΥik il

1

=

1 - co sΗik il

1

ω
- co sΗik il

1

= A
i1 i2⋯id - 1

i1 i2⋯id - 1

≠0

由条件 ( iii) , 存在 s; t≠i1, i2, ⋯, id - 1, s≠t 使得

　　　A
i1 i2⋯id - 1s

i1 i2⋯id - 1 t
=

1 - co sΗik il
⋯ - co sΗi1 t

1 �
ω �

- co sΗik il 1 ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ - co sΗid - 1 t

- co sΗsl1 ⋯ ⋯ ⋯ - co sΗsid - 1 - co sΗst
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=

1 co sΥik il
⋯ ⋯ co sΥi1 t

1 �
ω �

co sΥik il
1 ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ co sΥid - 1 t

co sΥsl1
⋯ ⋯ ⋯ co sΥsid - 1

co sΥst

< 0,

由文[1 ]中引理 3, p s, p t 两点被{p i1 , p i2 , ⋯, p id - 1}所决定的径面分隔在 S d - 1, 1的两个半球上, 由

此可得, P = conv {p 1, p 2, ⋯, p m }是 d 维凸多胞形, verP = {p 1, p 2, ⋯, pm }, 且 0∈in tP , 由[ 2 ]中

定理 9. 1, P。= ∩
m

i= 1
K (p i, 1)是 d 维凸多胞形, 0∈in tP。, 且 P。的这个表示是不可约的, 从而 F i

= P。∩H (p i, 1) ( i= 1, 2, ⋯,m )为 P。的全部侧面, 显然 p i 为其外法向量, F i, F j 所成之内二面

角 F iF j = Π- Υij = Ηij. 故 P。正是所要求的 d 维m 面凸多胞形.
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The Necessary and Suff ic ien t Cond ition for
Em bedd ing a Convex Polytope in R

d

with Prescr ibed D ihedra l Angles

Guo S hug uang
(J iangsu Yancheng T eachers′Co llege)

Abstract

T h is paper p resen ts a necessary and sufficien t condit ion fo r em bedding a convex po ly2
tope in R d w ith p rescribed dihedra l ang les.
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