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Volterra 积分方程和泛函微分方程的振动性
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摘　要　本文建立了V o lterra 积分方程和一阶泛函微分方程解的振动准则.
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1　引　言

在泛函微分方程理论中, 解的振动性起着重要作用. 对于这一方向已有许多作者研究 (例

如, 可参看[1 ]). 但是, 对于积分方程的振动理论, 已知的结果还比较少[ 4 ].

考虑V o lterra 积分方程

x ( t) = f ( t) - ∫
t

0
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s, t ≥ 0, (1)

其中 f ∈C ( [0, ∞) , R ) , g∈C ( [0, ∞)×R , R ) , a: [ 0, ∞)×[0, ∞)→R , 在 0≤t< ∞, 0≤s≤t 上

非负连续, 当 s> t 时, a ( t, s) = 0.

只考虑方程 (1) 在[0, + ∞) 上连续且在无穷远的任一邻域内不恒为零的解. 方程 (1) 的解

称为振动的, 如果它有任意大的零点; 否则, 称它为非振动的. 这一定义是相同于微分方程的情

形.

本文将给出方程 (1)的一些振动准则, 它不同于文[4 ]的结果. 所用方法亦可应用于研究下

列泛函微分方程

x ′( t) + ∑
n

i= 1

p i ( t) ûx (g i ( t) ) û Αsgnx (g i ( t) ) = q ( t) x ( t) + r ( t) , Α> 0, (2)

的振动性.

本文结果指出, 当V o lterra 积分方程 (1) 和泛函微分方程 (2) 的强迫项是强振动时, 它们

的每一个解都是振动的.

2　积分方程的振动

定理 1　假设

( i)　x g ( t, x ) > 0, x ≠0, t≥0;

( ii)　∫
b

0
a ( t, s) d s 有界, 对任一固定的 b> 0;
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( iii)　lim
t→∞

sup f ( t) = ∞, lim
t→∞

inf f ( t) = - ∞.

则方程 (1)的一切解振动.

证明　设 x ( t)是 (1)的非振动解, 则存在 T > 0 使得当 t≥T 时有 x ( t) > 0 (或< 0).

设 x ( t) > 0, t≥T , 有

0 < x ( t) = f ( t) - ∫
t

0
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s

= f ( t) - ∫
T

0
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s - ∫

t

T
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s

≤ f ( t) - ∫
T

0
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s, t ≥ T. (3)

注意到∫
T

0
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s < M∫

T

0
a ( t, s) d s < ∞, 其中M = sup

0≤t≤T
g ( t, x ( t) ). 则不等式 (3)与

条件lim
t→∞

inf f ( t) = - ∞矛盾.

其次, 设 x ( t) < 0, t≥T , 则有

0 > x ( t) = f ( t) - ∫
T

0
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s - ∫

t

T
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s

≥ f ( t) - ∫
T

0
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s, t ≥ T.

上式与条件lim
t→∞

sup f ( t) = ∞矛盾. □

例 1　考虑积分方程

x ( t) = f ( t) - ∫
t

0
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s, (4)

其中 f ( t) =
1

1+ t
( tsin t+ co st- 1) + co s3

t, g (s, x (s) ) = [sx (s) ]
1
3 , a ( t, s) =

1

1+ t
s

2
3 , 0≤t<

∞, 0≤s≤t 且 a ( t, s) = 0, s> t. 此时, 定理 1 的三个条件均满足. 因此, 方程 (4) 的一切解都振

动. 事实上, x ( t) = co s3
t 就是方程 (4)的一个解.

注　文[4 ]未能给出方程 (1)实际振动的例子.

定理 2　假设
( i)　x g ( t, x ) > 0, x ≠0 且对固定的 t, g ( t, x )关于 x 单增;

( ii)　g ( t, x )有界, 0≤t< ∞, ûx û≤R , R > 0 固定;

( iii)　- ∞< lim
t→∞∫

t

c
a ( t, s) g (s, - K ) d s < 0 , 对任意固定的 c> 0 和 K > 0;

( iv)　h ( t) =∫
b

0
a ( t, s) d s 有界, 0≤t< ∞, 对任意固定的 b> 0;

(v)　lim
t→∞

f ( t) = - ∞.

则方程 (1)的一切有界解振动.

证明　设 x ( t)是[0, ∞) 上方程 (1) 的有界非振动解, 则存在常数 K > 0 和 T > 0, 使得当

t∈[0, ∞)时有ûx ( t) û≤K , 当 t≥T 时恒有 x ( t) > 0 (或< 0). 设 0< x ( t)≤K , t≥T , 则有

0 < x ( t) = f ( t) - ∫
T

0
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s - ∫

t

T
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s

≤ f ( t) + û∫
T

0
a ( t, s) g (s, x (s) ) d sû ≤ f ( t) + M∫

T

0
a ( t, s) d s
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≤ f ( t) + M N , (5)

其中M = sup
0≤t≤T

ûg ( t, x ( t) ) û ,N = sup
t≥T∫

T

0
a ( t, s) d s < ∞. 不等式 (5) 与假设lim

t→∞
f ( t) = - ∞矛盾.

其次, 设 x ( t) < 0, t≥T. 则

- K ≤ x ( t) = f ( t) - ∫
T

0
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s - ∫

t

T
a ( t, s) g (s, x (s) ) d s

≤ f ( t) + M∫
T

0
a ( t, s) d s - ∫

t

T
a ( t, s) g (s, - K ) d s

≤ f ( t) + M N + D , (6)

其中 K > 0, D = - lim
t→∞∫

t

T
a ( t, s) g (s, - K ) d s ,M 和N 的定义如前. 在 (6)中令 t→∞取极限产

生矛盾. □

3　微分方程的振动

定理 3　假设
( i)　p i, r∈C ( [0, ∞) , R ) , p i ( t)≥0, i∈I n= {1, ⋯, n};

( ii)　g i∈C
1 ( [0, ∞) , R ) , g

′
i ( t)≥0, lim

t→∞
g i ( t) = ∞, i∈I n;

( iii)　q∈C ( [0, ∞) , R ) ;

( iv)　 lim
t→∞

sup∫
t

b
p i (u ) exp (∫

g i
(u)

c
q (s) d s) Αexp (- ∫

u

c
q (s) d s) d u = ∞ , 对某一 i∈I n 和任一固

定 b> 0, c> 0;

(v) 　存在函数Q ∈C
1 ( [ 0, ∞) , R ) , 使得Q ′( t) = r ( t) exp (- ∫

t

t0

q (u ) d u ) , t ≥ t0 > 0, 且

lim
t→∞

Q ( t) = 0. 则方程 (2)的每一解 x ( t)是振动的, 或者满足等式lim
t→∞

x ( t) exp (- ∫
t

t0

q (s) d s) = 0.

证明　令 z ( t) = x ( t) exp (- ∫
t

t0

q (s) d s). 则根据假设 ( i) - ( iii) , 方程 (2)成为

x ′( t) exp (- ∫
t

t0

q (s) d s) + x ( t) [ - q ( t) ]exp (- ∫
t

t0

q (s) d s)

　　 + ∑
n

i= 1
p i ( t) exp (- ∫

t

t0

q (s) d s) [exp (∫
g i

( t)

t0

q (s) d s) ]
Αûz (g i ( t) ) û Α

sgnz (g i ( t) )

　 = r ( t) exp (- ∫
t

t0

q (s) d s) , t ≥ t0 > 0.

因此, 有

z′( t) + ∑
n

i= 1

L i ( t) ûz (g i ( t) ) û Αsgnz (g i ( t) ) = Q ′( t) , (7)

其中

L i ( t) = p i ( t) [exp (∫
g i

( t)

t0

q (s) d s) ]
Αexp (- ∫

t

t0

q (s) d s)

和

Q ′( t) = r ( t) exp (- ∫
t

t0

q (s) d s).
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　　设 x ( t)是方程 (2)的非振动解, 则可设对充分大的 t 有 x ( t) > 0. 此时, z ( t) 是 (7) 的非振动

解且对充分大的 t 有 z ( t) > 0. 令 xθ ( t) = z ( t) - Q (x ) , 则 xθ ( t)满足方程

xθ′( t) + ∑
n

i= 1
L i ( t) [xθ (g i ( t) ) + Q (g i ( t) ) ]

Α
= 0. (8)

故对充分大的 t 有 xθ′( t) < 0. 由假设 ( i) , ( ii)和 (v) , 并注意到 z ( t) = xθ ( t) + Q ( t) > 0, 有

lim
t→∞

xθ ( t) = k , k 为常数.

若 k< 0, 则对充分大的 t 有 z ( t) < 0, 此与假设 z ( t) > 0 矛盾. 若 k> 0, 得到

z (g i ( t) ) = xθ (g i ( t) ) + Q (g i ( t) )≥ k
2

, i= 1, ⋯, n ,

对充分大的 t 成立. 由上式和 (8)产生

xθ′( t) + ∑
n

i= 1
L i ( t) ( k

2
) Α≤ 0, (9)

对不等式 (9)从 t0 到 t 积分, 有

xθ ( t) - xθ ( t0) + (∑
n

i= 1∫
t

t0

L i (s) d s) ( k
2

) Α≤ 0, (10)

在 (10)中令 t→∞, 取上极限产生与假设 ( iv)矛盾. 因此, 得到 k= 0, 即

lim
t→∞

z ( t) = lim
t→∞

x ( t) exp (- ∫
t

t0

q (s) d s) = 0. □

　　定理 4　设定理 3 的假设 ( i)和 ( iii)成立, 且有

( ii)′　g i∈C
1 ( [0, ∞) , R ) , lim

t→∞
g i ( t) = ∞, i∈I n;

(v)′　存在函数Q ∈C
1 ( [0, ∞) , R ) , 使得Q ′( t) = r ( t) exp (- ∫

t

t0

q (u ) d u ) , t≥t0> 0, 且lim
t→∞

sup Q ( t) = ∞, lim
t→∞

inf Q ( t) = - ∞. 则方程 (2)的每一个解均是振动的.

证明　设 x ( t)是方程 (2)的非振动解. 不妨设对充分大的 t 有 x ( t) > 0, 即存在 T > 0 使得

当 t≥T 时有 x ( t) > 0. 令 z ( t) = x ( t) exp (- ∫
t

T
q (u ) d u ) , 则由假设 ( i) , ( iii) , ( ii)′和 (v)′, 有

z′( t) + ∑
n

i= 1
L i ( t) [z (g i ( t) ) ]

Α
= Q ′( t) , (11)

其中

L i ( t) = p i ( t) [exp (∫
g i

( t)

T
q (s) d s) ]

Α
exp (- ∫

t

T
q (s) d s)

和

Q ′( t) = r ( t) exp (- ∫
t

T
q (s) d s).

由 (11)得到 z′( t)≤Q ′( t) , t≥T. 从 t0≥T 到 t 对上式积分产生

0 < z ( t) ≤ z ( t0) + Q ( t) - Q ( t0) , t ≥ t0. (12)

不等式 (12)与lim
t→∞

inf Q ( t) = - ∞相矛盾.

如果假设对充分大的 t 有 x ( t) < 0, 则得到 0> z ( t) ≥z ( t1) + Q ( t) - Q ( t1) , t≥t1≥T. 与

lim
t→∞

sup Q ( t) = ∞矛盾. □
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推论 5　设定理 4 的假设 (i) , ( iii)和 ( ii)′成立, 并且

(vi)　f ∈C (R , R ) , xf (x ) > 0, x ≠0, f 非减;

(v)″　存在函数Q ∈C
1 ( [ 0, ∞) , R ) , 使得Q ′( t) = r ( t) , t> 0 且 lim

t→∞
sup Q ( t) = ∞, lim

t→∞
inf

Q ( t) = - ∞. 则方程

x ′( t) + ∑
n

i= 1

p i ( t) f (x (g i ( t) ) ) = r ( t) , (13)

的一切解振动.

注　推论 5 推广了文[2 ]的定理 3.

例 2　考虑方程

x ′( t) + tx
1
3 ( t + 2Π) = tco st - 3co s2 tsin t, t ≥ Π. (14)

由于函数

Q ( t) - Q ( t0) = ∫
t

t0

Q ′(u ) d u = ∫
t

t0

(uco su - 3co s2u sinu ) d u

= tsin t + co st + co s3 t - t0 sin t0 - co st0 - co s3 t0, t0 ≥ Π.
满足定理 4 的全部条件, 故方程 (14)的一切解振动. 事实上, x ( t) = co s3

t 就是 (14)的一个解.
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Abstract

W e estab lish sufficien t condit ion s fo r the o scilla t ion of a ll so lu t ion s of V o lterra in tegra l

equat ion s and first o rder funct iona l d ifferen t ia l equa t ion s.
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