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关 于 G-M atl is 自 反 模 的 换 环 定 理
Ξ

黄　兆　泳
(北京师范大学数学系, 北京 100875)

摘　要　设 R 和 T 是N oether 完备半局部环, R →T 是环同态. 本文证明了, 若 T 是

有限生成或A rtin R 2模,M 为G2M atlis 自反 R 2模, 则对所有 n≥0, Extn
R (T ,M ) , Extn

R (M , T ) ,

To rR
n (T ,M )以及 To rR

n (M , T )均是G2M atlis 自反 T 2模. 所得结果推广了R. Belshoff 的结果.
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一　引　言

本文所涉及的环均指交换环, 模指酉模.

[ 1 ]中将局部环上的M atlis 对偶模和M atlis 自反模[ 2 ]推广到了半局部环上的 G2M atlis

对偶模和G2M atlis 自反模. 设R 是半局部环, J 是其 Jacob son 根, E (R öJ )表示 R öJ 的内射包

络. 设M 为 R 2模, 则称 Hom R (M , E (R öJ ) ) 为M 的 G2M atlis 对偶模, 记为M
∨. 显然可定义

M
∨∨= (M ∨) ∨. 定义自然同态 ΡM : M →M

∨∨, ΡM (x ) (f ) = f (x ) , 对任意 x ∈M , f ∈M
∨. 因

E (R öJ ) 是R 2模范畴的内射余生成元, 所以 ΡM 总是单射. 若 ΡM 是同构, 则称M 为G2M atlis 自

反模.

[ 2 ]中设 R 和 T 是N oether 完备局部环, R →T 是环同态, 若 T 是有限生成 R 2模且M 是

M atlis 自反 R 2模, 则 Hom R (T ,M ) , T á RM 是M atlis 自反 T 2模. 本文推广了这一结果, 设 R

和 T 是N oether 完备半局部环, R →T 是环同态. 若 T 是有限生成或A rtin R 2模且M 为 G2
M atlis 自反R 2模, 则对所有 n≥0, Ex t

n
R (T ,M ) , Ex t

n
R (M , T )和 To r

R
n (T ,M ) (µ To r

R
n (M , T ) ) 均

是G2M atlis 自反 T 2模.

二　主要结果

引理 1　设 R 和 T 是任意环, R →T 是环同态, A 为 T 2模 (此时A 当然也是 R 2模). 若A

是N oether (A rt in)R 2模, 则A 是N oether (A rt in) T 2模.

证明　设A 为N oether R 2模, P 0Α P 1Α P 2Α ⋯为A 的 T 2子模升链. 显然该链为A 的 R 2
子模升链. 而A 为N oether R 2模, 所以该链稳定. 故A 为N oether T 2模. 同理可证A rtin 模的
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情形.

引理 2[ 3 ]　设R 是N oether 完备半局部环,M 为R 2模. 下列陈述等价:

1)　M 是N oether (A rt in)模;

2)　Hom R (M ,N )是A rtin (N oether)模, 对任意A rtin 模N ;

3)　Ex t
n
R (M ,N )是A rtin (N oether)模, 对任意A rtin 模N 和任意 n≥0.

引理 3　设R 是N oether 完备半局部环,M 为R 2模. 下列陈述等价:

1)　M 是N oether (A rt in)模;

2)　M á RN 是N oether (A rt in)模, 对任意N oether 模N ;

3)　To r
R
n (M ,N )是N oether (A rt in)模, 对任意N oether 模N 和任意 n≥0.

证明　由[ 4 ]P28, 命题 5. 2′, (M á RN ) ∨µ Hom R (M , N
∨). 所以对任意N oether 模N , 由

引理 2 及 [ 1 ]命题 4 知, M á RN 是N oether (A rt in) 模Ζ (M á RN ) ∨是A rtin (N oether) 模Ζ
Hom R (M ,N

∨)是A rtin (N oether)模Ζ M 是N oether (A rt in)模.

由 [ 4 ] P120, 命题 5. 1, To r
R
n (M , N ) ∨ µ Ex t

n
R (M , N

∨ ). 类似上面的证明可得, 对任意

N oether 模N , To r
R
n (M ,N )是N oether (A rt in)模Ζ M 是N oether (A rtin)模, n≥0.

引理 4[ 5 ]　设M 为A rtin R 2模,N 为 G2M a tlis 自反R 2模, 则H om R (M , N ) , E x t
n
R (M , N ) ,

n≥1, 均为有限生成R 2模.

以下总设有环同态R→T , 且R 和 T 均为N oether 完备半局部环, 并且总是假设M 为 G2
M a tlis 自反R 2模. 于是由[ 5 ]定理 1 知, 存在M 的有限生成 R 2子模 S, 使得M öS 为A rtin R 2
模. 此时有正合列

0 → S →M →
Π

M öS → 0. (1)

　　下面着手讨论换环定理.

情形É 　T 作为R 2模是有限生成 (即N oether)模.

定理 5　下列各模均为 G2M a tlis 自反 T 2模.

1)　H om R (T ,M ) , H om R (M , T ) ;

2)　T á RM (µM á R T ) ;

3)　E x t
n
R (T ,M ) , E x t

n
R (M , T ) , 任意 n≥1;

4)　T or
R
n (T ,M ) (µ T or

R
n (M , T ) ) , 任意 n≥1.

下面分三步证明定理 5.

引理 6　H om R (T ,M ) , E x t
n
R (T ,M ) , n≥1, 是 G2M a tlis 自反 T 2模.

证明　由正合列 (1)有如下正合列

0 →Hom R (T , S ) →Hom R (T ,M ) ——→
HomR

(T , Π)

Hom R (T ,M öS ). (2)

　　由引理 2, H om R (T ,M öS)是A rtin R 2模. 又H om R (T , S)是N oether R 2模. 显然, H om R (T ,

S ) , H om R (T ,M öS) 均为 T 2模. 于是由引理 1 知, H om R (T , S) 是N oether T 2模, H om R (T ,M ö

S ) 是A rtin T 2模. 由 [ 6 ]定理 1, 它们均是 G2M a tlis 自反 T 2模. 又由正合列 (2) 有正合列 0→

H om R (T , S)→H om R (T ,M ) →Im H om R (T , Π) →0. 由于 Im H om R (T , Π) < H om R (T ,M öS) , 所

以 Im H om R (T , Π)为 G2M a tlis 自反 T 2模. 故H om R (T ,M )为 G2M a tlis 自反 T 2模.

由正合列 (1)可得正合列 E x t
n
R (T , S)→

i′

E x t
n
R (T ,M )→

Π′

E x t
n
R (T ,M öS) , n≥1. 由引理 1 和引
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理 2 知, E x t
n
R (T , S) 是N oether T 2模, E x t

n
R (T ,M öS) 是A rtin T 2模, 从而为 G2M a tlis 自反 T 2

模. 因 K eri′< E x t
n
R (T , S) , Im Π′< E x t

n
R (T ,M öS) , 所以 K eri′, Im Π′均为 G2M a tlis 自反 T 2模.

故 E x t
n
R (T ,M )为 G2M a tlis 自反 T 2模.

引理 7　H om R (M , T ) , E x t
n
R (M , T ) , n≥1, 是 G2M a tlis 自反 T 2模.

证明　由正合列 (1)有如下正合列

0 →Hom R (M öS , T ) →Hom R (M , T ) →Hom R (S , T ) (3)

Ex t
n
R (M öS , T ) → Ex t

n
R (M , T ) → Ex t

n
R (S , T ) , n ≥ 1. (4)

　　显然H om R (S, T ) , E x t
n
R (S, T )均是有限生成R 2模. 由引理 1, 它们均是有限生成 T 2模, 从

而是 G2M a tlis 自反 T 2模. 又由于 T 为有限生成 R 2模, 所以由引理 4, H om R (M öS, T ) , E x t
n
R

(M öS, T )为有限生成R 2模, 从而是有限生成 T 2模. 所以它们也是 G2M a tlis 自反 T 2模. 于是由

正合列 (3)和 (4)易知, H om R (M , T ) , E x t
n
R (M , T ) , n≥1, 为 G2M a tlis 自反 T 2模.

引理 8　M á R T , T or
R
n (M , T ) , n≥1, 是 G2M a tlis 自反 T 2模.

证明　由正合列 (1)有正合列

S á R T ——→
iá 1T

M á R T →M öS á R T → 0. (5)

　　由引理 3, Sá R T 是N oether R 2模,M öSá R T 是A rtin R 2模. 又 Sá R T ,M öSá R T 是 T 2模,

所以 Sá R T 是N oether T 2模,M öSá R T 是A rtin T 2模. 由正合列 (5)有正合列 0→K er iá 1T→

M á R T→M öSá R T→0. 由于 K er iá 1T < Sá R T , 所以 K er iá 1T 是有限生成 T 2模. 由[ 6 ]定理

1, K er iá 1T ,M öSá R T 均为 G2M a tlis 自反 T 2模. 因此M á R T 为 G2M a tlis 自反 T 2模.

由正合列 (1)可得正合列 T or
R
n (S, T )→T or

R
n (M , T )→T or

R
n (M öS, T ) , n≥1. 类似引理 6 的

证明可得, T or
R
n (M , T )为 G2M a tlis 自反 T 2模.

结合引理 6, 引理 7 和引理 8 即得定理 5.

推论 9　设M 为有限生成或A rtin R 2模 (此时知它必定是 G2M a tlis 自反R 2模) , 则定理 5

中的各模均是 G2M a tlis 自反 T 2模.

情形Ê 　T 作为R 2模是A rtin 模.

引理 10　设R 是N oether 完备半局部环,M ,N 为A rtin 模. 则M á RN , T or
R
n (M ,N ) , n≥1

是A rtin 模.

证明　由[ 4 ]P 28, 命题 5. 2′及 P 120, 命题 5. 1 有, (M á RN ) ∨µ H om R (M , N ∨) , T or
R
n (M ,

N ) ∨µ E x t
n
R (M ,N ∨) , n≥1. 因N 是A rtin 模, 所以N ∨是N oether 模, 从而是 G2M a tlis 自反模.

而由引理 4 知, H om R (M , N ∨) , E x t
n
R (M , N ∨) 均有限生成. 因此 (M á RN ) ∨, T or

R
n (M , N ) ∨, n≥

1 是有限生成模, 故M á RN , T or
R
n (M ,N )是A rtin 模.

定理 11　定理 5 中的各模均为 G2M a tlis 自反 T 2模.

证明　由正合列 (1)可得如下正合列

　　
0→H om R (T , S)→H om R (T ,M )→H om R (T ,M öS)

E x t
n
R (T , S)→E x t

n
R (T ,M )→E x t

n
R (T ,M öS) , n≥1

　　
0→H om R (M öS, T )→H om R (M , T )→H om R (S, T )

E x t
n
R (M öS, T )→E x t

n
R (M , T )→E x t

n
R (S, T ) , n≥1.

由引理 4, 引理 1 及引理 2, 类似引理 6, 引理 7 的证明可得, H om R (T ,M ) , E x t
n
R (T ,M ) ,
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H om R (M , T ) , E x t
n
R (M , T )均为 G2M a tlis 自反 T 2模.

又由正合列 (1)有正合列

Sá R T→M á R T→M öSá R T→0

T or
R
n (S, T )→T or

R
n (M , T )→T or

R
n (M öS, T ) , n≥1.

由引理 3, 引理 10 及引理 1, 类似引理 8 的证明知,M á R T , T or
R
n (M , T ) 为 G2M a tlis 自反

T 2模.

推论 12　设 T 为A rtin R 2模,M 是有限生成或A rtin R 2模, 则定理 5 中的各模均为 G2
M a tlis 自反 T 2模.

作者感谢导师刘绍学教授和程福长教授的指导.
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On Change of R ing Theorem s of G-M atl is Ref lex ive M odules

H uang Z haoy ong
(D ep t. of M ath. , Beijing N o rm al U niv. , Beijing 100875)

Abstract

L et R and T be N oetherian com p lete sem iloca l rings, R →T a ring hom om o rph ism. In

th is paper, w e show tha t if T is a fin itely genera ted o r A rt in ian R 2m odu le, M is a G2M atlis

reflex ive R 2m odu le, then fo r a ll n〉0, Ex t
n
R (T ,M ) , Ex t

n
R (M , T ) , To r

R
n (T ,M ) and To r

n
R (M , T )

a re G2M atlis reflex ive T 2m odu les. T hese resu lts genera lize the resu lts of R. Belshoff.

Keywords 　G2M atlis reflex ive m odu les, change of ring theo rem s, N oetherian com p lete

sem iloca l rings.
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