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一类时滞双曲方程的振动准则
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摘　要　本文考虑一类滞量为连续分布型的双曲偏泛函微分方程解的振动性质, 给

出了这类方程在三类边值条件下解的振动准则.
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1　引　言

考虑如下具有连续分布滞量的中立型双曲偏微分方程

　　 52

5t2 [u+ ∑
m

i= 1
Κi ( t) u (x , t- Σi) ]= a ( t) ∃u- p (x , t) u - ∫

b

a
q (x , t, Ν) u [x , g ( t, Ν) ]d Ρ(Ν)

(x , t)∈8 ×R + = G (1)

解的振动性质, 其中 8 为R n 中具有逐片光滑边界 58 的有界区域, R + = [0, + ∞) , u = u (x ,

t) , ∃u = ∑
n

i= 1
52

uö5x
2
i , Σi > 0 ( i = 1, 2, ⋯,m ) 均为实常数.

对于 (1) , 做如下假设

(H 1)　a ( t) , Κi ( t) ∈C (R + , R + )　i = 1, 2, ⋯,m ;

(H 2)　p (x , t) ∈C (8ϖ ×R + , R + ) , q (x , t, Ν) ∈C (8ϖ ×R + × [a , b ], R + ) ;

(H 3)　g ( t, Ν) ∈C (R + × [a, b ], R ) ; g ( t, Ν) ≤ t, Ν∈ [a, b ]; g ( t, Ν) 关于 t, Ν分别是非减

的, 且 lim
t→+ ∞

m in
Ν∈[a, b ]

{g ( t, Ν) } = + ∞ ;

(H 4)　Ρ(Ν)∈ ( [a , b ], R )非减, 方程 (1)中的积分为 Stielt jes 积分.

同时考虑如下三类边界条件

u (x , t) = Υ(x , t) , 　 (x , t) ∈ 58 ×R + , (2)

5u
5n

= Ω(x , t) , 　 (x , t) ∈ 58 ×R + , (3)
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5u
5n

+ r (x , t) u = 0, 　 (x , t) ∈ 58 ×R + , (4)

其中 n 是 58 的单位外法向量, r (x , t)∈C (58 ×R + , R + ) , Υ(x , t) , Ω(x , t)∈C (58 ×R + , R ).

近年来人们已开始关注含时滞的偏微分方程解的性态的研究. 但是对含时滞的双曲型偏

微分方程振动性的研究却很少见, 近年来仅有对滞量是离散型的几篇文献发表[ 1—3 ] , 而对于滞

量为连续分布型的双曲偏微分方程振动性的研究尚未曾见过. 最近文[4, 5 ]讨论了具连续分布

时滞的抛物偏微分方程和二阶常微分方程的振动性, 在本文中考虑滞量为连续分布型的双曲

型方程 (1) 的振动性, 建立了方程 (1) 分别满足上述三类边界条件的解振动的充分性判据. 因

(1)中的积分为 Stielt jes 积分, 易知 (1)包括了如下时滞双曲型方程

　 52

5t2 [u+ ∑
m

i= 1
Κi ( t) u (x , t- Σi) ]= a ( t) ∃u- p (x , t) u - ∑

s

j= 1
q j (x , t) u [x , g j ( t) ] (x , t)∈G.

　　方程 (1) 的满足某边界条件的解 u (x , t) 称为在 8 ×R + = G 内是振动的, 如果对每个正数

Λ, 存在点 (x 0, t0)∈8 ×[Λ, + ∞) , 使得 u (x 0, t0) = 0. 否则称解 u (x , t)在G 内是非振动的.

2　引　理

利用偏微分方程的基本结论: 8 内的D irich let 问题

∃u + Αu = 0　在 8 内,

uû 58 = 0

的最小特征值 Α1是正的, 且 Α1所对应的特征函数 5 (x )在 8 内也是正的. 可证明下列引理.

引理1　若 u (x , t)是问题 (1) , (2) 在 8 × [Λ, + ∞) 上的一正解, Λ≥0, 则具连续分布滞量

中立型微分不等式

　　 d 2

d t2 [U ( t) + ∑
m

i= 1
Κi ( t)U ( t- Σi) ]+ (P ( t) + Α1a ( t) )U ( t) +∫

b

a
Q ( t, Ν)U [g ( t, Ν) ]d Ρ(Ν)

　　　≤- a ( t)∫58
Υ55

5n
d Ξ (5)

有最终正解

U ( t) = ∫8
u (x , t) 5 (x ) d x , (6)

其中 P ( t) = m in
x∈8ϖ

{p (x , t) }, Q ( t, Ν) = m in
x∈8ϖ

{q (x , t, Ν) }.

证明　设 u (x , t)是问题 (1) , (2)在 8 ×[Λ, + ∞)上的一正解, Λ≥0. 注意到

lim
t→+ ∞

m in
Ν∈[a, b ]

{g ( t, Ν) } = + ∞,

可知存在 t1> Λ, 使得 g ( t, Ν) ≥Λ, ( t, Ν) ∈[ t1, + ∞) ×[a , b ], 且同时有 t- Σi≥Λ, t≥t1, i= 1, 2,

⋯,m , 于是 u (x , g ( t, Ν) ) > 0, (x , t, Ν)∈8 ×[ t1, + ∞)×[a , b ], 且

u (x , t- Σi) > 0, (x , t)∈8 ×[ t1, + ∞) , i= 1, 2, ⋯,m .

对方程 (1)两边同乘 5 (x ) , 后在 8 上关于 x 积分得

　　　　 d 2

d t2 [∫8
u5 (x ) d x + ∑

m

i= 1
Κi ( t)∫8

u (x , t - Σi) 5 (x ) d x ]

　 = a ( t)∫8
∃u5 (x ) d x - ∫8

p (x , t) u5 (x ) d x
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　　 - ∫8∫
b

a
q (x , t, Ν) u [x , g ( t, Ν) ]5 (x ) d Ρ(Ν) d x , 　t ≥ t1. (7)

利用 Green 公式得

∫8
∃u (x , t) 5 (x ) d x

　 = ∫58
(5 (x ) 5

5n
u (x , t) - u (x , t)

5
5n

5 (x ) ) d Ξ + ∫8
u (x , t) ∃5 (x ) d x

　 = - ∫58
Υ(x , t)

5
5n

5 (x ) d Ξ - Α1∫8
u (x , t) 5 (x ) d x , t ≥ t1. (8)

易知如下积分次序可以交换

∫8∫
b

a
q (x , t, Ν) u [x , g ( t, Ν) ]5 (x ) d Ρ(Ν) d x

　 = ∫
b

a∫8
q (x , t, Ν) u [x , g ( t, Ν) ]5 (x ) d x d Ρ(Ν) , (9)

于是, 由 (7) , (8) , (9)得

d 2

d t2 [∫8
u5 (x ) d x + ∑

m

i= 1
Κi ( t)∫8

u (x , t - Σi) 5 (x ) d x ]

　≤- a ( t)∫58
Υ55

5n
d Ξ - Α1a ( t)∫8

u5 (x ) d x - P ( t)∫8
u5 (x ) d x

　　 - ∫
b

a
Q ( t, Ν) (∫8

u (x , g ( t, Ν) ) 5 (x ) d x ) d Ρ(Ν) , 　t ≥ t1.

此示由 (6)给出的函数U ( t)是不等式 (5)的最终正解.

引理2　若 u (x , t)是问题 (1) , (3) 在 8 × [Λ, + ∞) 上的一正解, Λ≥0, 则具连续分布滞量

中立型微分不等式

d 2

d t2 [V ( t) + ∑
m

i= 1
Κi ( t)V ( t - Σi) ] + P ( t)V ( t) + ∫

b

a
Q ( t, Ν)V [g ( t, Ν) ]d Ρ(Ν)

　≤ a ( t)∫58
Ωd Ξ (10)

有最终正解

V ( t) = ∫8
u (x , t) d x. (11)

　　证明　设 u (x , t) 是问题 (1) , (3) 在 8 ×[Λ, + ∞) 上的一正解, Λ≥0. 则与引理1证明类似

可知, 存在 t1> Λ, 使得

u (x , g ( t, Ν) ) > 0, (x , t, Ν)∈8 ×[ t, + ∞)×[a , b ],

且

u (x , t- Σi) > 0, (x , t)∈8 ×[ t1, + ∞) , i= 1, 2, ⋯,m .

利用 Green 公式有

∫8
∃ud x = ∫58

5u
5n

d Ξ = ∫58
Ωd Ξ, 　t ≥ t1. (12)

对 (1)两边在 8 上关于 x 积分, 并注意到 (9) , (12) , 有

d 2

d t2 [∫8
u (x , t) d x + ∑

m

i= 1
Κi ( t)∫8

u (x , t - Σi) d x ]
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　≤ a ( t)∫58
Ωd Ξ - P ( t)∫8

u (x , t) d x

　　 - ∫
b

a
Q ( t, Ν) (∫8

u (x , g ( t, Ν) ) d x ) d Ρ(Ν) , 　t ≥ t1.

此示由 (11)给出的函数V ( t)是不等式 (10)的最终正解.

引理3　若 u (x , t)是问题 (1) , (4) 在 8 × [Λ, + ∞) 上的一正解, Λ≥0, 则具连续分布滞量

中立型微分不等式

d 2

d t2 [V ( t) + ∑
m

i= 1
Κi ( t)V ( t - Σi) ] + P ( t)V ( t) + ∫

b

a
Q ( t, Ν)V [g ( t, Ν) ]d Ρ(Ν) ≤ 0 (13)

有最终正解V (x , t) = ∫8
u (x , t) d x.

　　证明　设 u (x , t)是问题 (1) , (4)在 8 ×[Λ, + ∞)上的一正解, Λ≥0. 则存在 t1> Λ, 使得

u (x , g ( t, Ν) ) > 0, (x , t, Ν)∈8 ×[ t, + ∞)×[a , b ]

且

u (x , t- Σi) > 0, (x , t)∈8 ×[ t1, + ∞) , i= 1, 2, ⋯,m .

利用 Green 公式有

∫8
∃ud x = ∫58

5u
5n

d Ξ = - ∫58
rud Ξ≤ 0. (14)

对 (1)两边在 8 上关于 x 积分, 并注意到 (9) , (14) , 有

d 2

d t2 [∫8
u (x , t) d x + ∑

m

i= 1
Κi ( t)∫8

u (x , t - Σi) d x ]

　≤- a ( t)∫58
rud Ξ - P ( t)∫8

u (x , t) d x - ∫
b

a
Q ( t, Ν) (∫8

u (x , g ( t, Ν) ) d x ) d Ρ(Ν)

　≤- P ( t)∫8
u (x , t) d x - ∫

b

a
Q ( t, Ν) (∫8

u (x , g ( t, Ν) ) d x ) d Ρ(Ν) , t ≥ t1.

此示函数V ( t) = ∫8
u (x , t) d x 是不等式 (13)的最终正解.

3　主要结果

定理1　若具连续分布滞量微分不等式

d 2

d t2 [U ( t) + ∑
m

i= 1
Κi ( t)U ( t - Σi) ] + (P ( t) + Α1a ( t) )U ( t)

　 + ∫
b

a
Q ( t, Ν)U [g ( t, Ν) ]d Ρ(Ν) ≤- a ( t)∫58

Υ55
5n

d Ξ (15)

d 2

d t2 [U ( t) + ∑
m

i= 1
Κi ( t)U ( t - Σi) ] + (P ( t) + Α1a ( t) )U ( t)

　 + ∫
b

a
Q ( t, Ν)U [g ( t, Ν) ]d Ρ(Ν) ≤ a ( t)∫58

Υ55
5n

d Ξ (16)

没有最终正解, 则问题 (1) , (2)的每个解在G 内是振动的.

证明　设 u (x , t)是问题 (1) , (2)的一非振动解, 不妨设 u (x , t) > 0, (x , t)∈8 ×[Λ, + ∞) ,
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Λ≥0. 则由引理1知 (6)所定义的函数U ( t)是不等式 (15)的最终正解, 与定理条件矛盾.

若 u (x , t) < 0, (x , t)∈8 ×[Λ, + ∞) , 则令

uζ (x , t) = - u (x , t) , (x , t)∈8 ×[Λ, + ∞).

易验证 uζ (x , t)是问题

52

5t2 [u + ∑
m

i= 1

Κi ( t) u (x , t - Σi) ] = a ( t) ∃u - p (x , t) u

　 - ∫
b

a
q (x , t, Ν) u [x , g ( t, Ν) ]d Ρ(Ν) , (x , t) ∈G

u (x , t) = - Υ(x , t) , (x , t) ∈ 58 ×R +

的一正解, 且满足

d 2

d t2 [∫8
uζ5 (x ) d x + ∑

m

i= 1
Κi ( t)∫8

uζ (x , t - Σi) 5 (x ) d x ]

　≤- a ( t)∫58
(- Υ) 55

5n
d Ξ - Α1a ( t)∫8

uζ5 (x ) d x

　　 - P ( t)∫8
uζ5 (x ) d x - ∫

b

a
Q ( t, Ν) (∫8

uζ (x , g ( t, Ν) ) 5 (x ) d x ) d Ρ(Ν).

可知函数 uζ ( t) =∫8
uζ (x , t) 5 (x ) d x 是微分不等式 (16)的最终正解, 与定理条件矛盾. 由此可知

问题 (1) , (2)的每个解在G 内是振动的.

定理2　若对所有充分大的 t1, 有

lim inf
t→+ ∞∫

t

t1

(1 -
s
t

) [ - a (s)∫58
Υ(x , s) 5

5n
5 (x ) d Ξ]d s = - ∞, (17)

lim sup
t→+ ∞∫

t

t1

(1 -
s
t

) [ - a (s)∫58
Υ(x , s) 5

5n
5 (x ) d Ξ]d s = + ∞, (18)

则问题 (1) , (2)的每个解在G 内是振动的.

证明　设问题 (1) , (2) 存在非振动解, 如果对某 Λ≥0在 8 ×[Λ, + ∞) 上有 u (x , t) > 0. 则

由引理1知 (6)所定义的函数U ( t)是不等式 (15)的最终正解, 于是有

d 2

d t2 [U ( t) + ∑
m

i= 1
Κi ( t) U ( t - ΣI ) ] ≤- a ( t)∫58

Υ55
5n

d Ξ, t ≥ t1 ≥ Λ. (19)

在区间[ t1, t ]上积分 (19)两次得

U ( t) + ∑
m

i= 1
Κi ( t)U ( t - Σi) ≤ c1 + c2 ( t - t1) + ∫

t

t1∫
Γ

t1

[ - a (s)∫58
Υ(x , s) 5

5n
5 (x ) d Ξ]d sd Γ,

其中 c1, c2为常数. 注意到

∫
t

t1∫
Γ

t1

[ - a (s)∫58
Υ(x , s) 5

5n
5 (x ) d Ξ]d sd Γ= ∫

t

t1

( t - s) [ - a (s)∫58
Υ(x , s) 5

5n
5 (x ) d Ξ]d s,

对上不等式两边同除 t 得

1
t

[U ( t) + ∑
m

i= 1
Κi ( t)U ( t - Σi) ]

　≤
c1

t
+ c2 (1 -

t1

t
) + ∫

t

t1

(1 -
s
t

) [ - a (s)∫58
Υ(x , s) 5

5n
5 (x ) d Ξ]d s.
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由 (17)可推知

lim inf
t→+ ∞

1
t

[U ( t) + ∑
m

i= 1

Κi ( t)U ( t - Σi) ] = - ∞.

此与U ( t) > 0, t≥Λ相矛盾.

若 u (x , t) < 0, (x , t)∈8 ×[Λ, + ∞). 则令 uζ= - u , 可知函数U
� ( t) = ∫8

uζ (x , t) 5 (x ) d x 是

不等式 (16)的最终正解. 注意到利用 (18)得

lim inf
t→+ ∞∫

t

t1

(1 -
s
t

) a (s)∫58
Υ(x , s) 5

5n
5 (x ) d Ξd s

　 = - lim sup
t→+ ∞∫

t

t1

(1 -
s
t

) [ - a (s)∫58
Υ(x , s) 5

5n
5 (x ) d Ξ]d s = - ∞,

从而亦可用与上面类似的方法推得矛盾. □

推论1　若具连续分布滞量微分不等式

d 2

d t2 [U ( t) + ∑
m

i= 1
Κi ( t)U ( t - Σi) ] + (P ( t) + Α1a ( t) )U ( t)

+ ∫
b

a
Q ( t, Ν)U [g ( t, Ν) ]d Ρ(Ν) ≤ 0 (20)

没有最终正解, 则方程 (1)满足边界条件

u (x , t) = 0　 (x , t) ∈ 58 ×R + (21)

的每个解在G 内是振动的.

证明　在定理1中令 Υ≡0即得证.

定理3　若具连续分布滞量微分不等式

d 2

d t2 [V ( t) + ∑
m

i= 1
Κi ( t)V ( t - Σi) ] + P ( t)V ( t)

　 + ∫
b

a
Q ( t, Ν)V [g ( t, Ν) ]d Ρ(Ν) ≤ a ( t)∫58

Ωd Ξ; (22)

d 2

d t2 [V ( t) + ∑
m

i= 1
Κi ( t)V ( t - Σi) ] + P ( t)V ( t)

　 + ∫
b

a
Q ( t, Ν)V [g ( t, Ν) ]d Ρ(Ν) ≤- a ( t)∫58

Ωd Ξ (23)

没有最终正解, 则问题 (1) , (3)的每个解在G 内是振动的.

证明　设 u (x , t)是问题 (1) , (3)的一非振动解. 若 u (x , t) > 0, (x , t) ∈8 ×[Λ, + ∞) , Λ≥
0. 则根据引理2知由 (11) 定义的函数V ( t) 是不等式 (22) 的最终正解, 与定理条件矛盾. 若

u (x , t) < 0 , 则 uζ= - u 是问题

52

5t2 [u + ∑
m

i= 1

Κi ( t) u (x , t - Σi) ] = a ( t) ∃u - p (x , t) u

　 - ∫
b

a
q (x , t, Ν) u [x , g ( t, Ν) ]d Ρ(Ν) , (x , t) ∈G ,

5u
5n

= - Ω, (x , t) ∈ 58 ×R +
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的正解, 则由引理2知函数V� ( t) =∫8
uζ (x , t) d x 是不等式 (23)的正解, 亦导致矛盾. 　　　□

如下定理的证明与定理2类似.

定理4　若对所有充分大的 t1, 有

lim inf
t→+ ∞∫

t

t1

(1 -
s
t

) a (s)∫58
Ω(x , s) d Ξd s = - ∞, (24)

lim sup
t→+ ∞∫

t

t1

(1 -
s
t

) a (s)∫58
Ω(x , s) d Ξd s = + ∞, (25)

则问题 (1) , (3)的每个解在G 内是振动的.

利用引理3, 与定理3的证明类似可证如下定理.

定理5　若具连续分布滞量微分不等式

d 2

d t2 [V ( t) + ∑
m

i= 1
Κi ( t)V ( t - Σi) ] + P ( t)V ( t)

　 + ∫
b

a
Q ( t, Ν)V [g ( t, Ν) ]d Ρ(Ν) ≤ 0 (26)

没有最终正解, 则问题 (1) , (4)的每个解在G 内是振动的.
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Abstract

In th is paper, the o scilla to ry p ropert ies is con sidered fo r so lu t ion s of hyperbo lic part ia l

funct iona l d ifferen t ia l equa t ion s w ith delay of con t inuou s d ist ribu t ion. T he o scilla to ry criteri2
a is g iven fo r these equat ion s under th ree boundary condit ion s.
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