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本文采用文[1 ], [ 2 ]的符号系统.

由[2 ]中定理2和定理5,得下两定理:

定理1　设 Κ, u 是两非负实数,B 是 n 阶正定实对称阵,A 是 n 阶亚正定阵,则

ûΚA + uB û
1
n ≥ ΚûA û

1
n + uûB û

1
n. (1)

　　定理2　设 Κ, u 是两非负实数,A 与B 都是 n 阶亚正定阵,且B 的特征值全为实数,又设 Χ
( [A ,B ])≤1,则 (1)成立.

由定理1、定理2和算术2几何平均不等式得:

推论1　设A ,B 如定理1, q是小于1的正实数,则

ûqA + (1 - q)B û ≥ ûA û qûB û 1- q. (2)

　　推论2　设A ,B 满足定理2所设条件, q是小于1的正实数,则 (2)成立.

显然,推论1和推论2改进和推广了[2 ]中定理6和定理7.

由Hoβlder第二不等式[ 3 ]和引理1得下两定理:

定理3　设A 是 n 阶亚正定阵,则

ûA û
1
n ≥ ûR (A ) û

1
n + ûS (A ) û

1
n. (3)

　　对 k2局部完全对称阵,有下列结论:

定理4　设A 是 n 阶 k2局部完全对称的亚正定阵,B 是 n 阶正定实对称阵,则

û (A + B ) ö(A + B ) k û
1

n- k ≥ ûA öA k û
1

n- k + ûB öB kû
1

n- k. (4)

　　由归纳法可得:

定理5　在定理4的条件下,且设A i, B i ( i= 1, 2,⋯, k )分别表A , B 的第 i 阶顺序主子阵,

则

ûA + B û ≥ ûA û (1 + ∑
k- 1

i= 1

ûB iû
ûA iû

) + ûB û (1 + ∑
k- 1

i= 1

ûA iû
ûB iû

) + (2k - 2k ) (ûA ûûB û )
1
2. (5)
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　　定理6　设A ,B 都是 n 阶亚正定 k2局部完全对称阵,则

û (A + B ) ö(A + B ) k û ≥ ûA öA k + B öB k û. (6)

　　证明　设

A =
A k A 12

A ′12 A�
,　B =

B k B 12

B ′12 B�
,

其中A
′
k = A k ,B

′
k = B k. 由计算得

　　　　M = (A + B ) ö(A + B ) k - A öA k- B öB k

= (A 12- A kB
- 1
k B 12)′(A k + A kB

- 1
k A k ) - 1 (A 12- A kB

- 1
k B 12) ,

又A k ,B k 都正定对称,从而M 是正定对称阵,A öA k ,B öB k 是亚正定阵,故由[2 ]中定理3知

û (A + B ) ö(A + B ) k û= ûM + A öA k+ B öB k û≥ûA öA k + B öB k û.

定理7　设A 是 n 阶 k2局部对称亚正定阵,且对任意实数 Η,有如下分块:

A =
A k A 12

A ′12 A�
,　A Η =

def A k ΗA 12

ΗA ′12 A�
.

则对任意0≤Η1< Η2≤1有

ûA Η2û ≤ ûA Η1û. (7)
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Severa l Open Problem s of Subposit ive D ef in ite M atr ices
and Som e Inequal it ies

X ie Q ingm ing
(D ep t. of M ath. , X iangtan U niv. , H unan 411105)

Abstract

In th is paper, w e so lve severa l open p rob lem s of subpo sit ive defin ite m atrices. Fu rther,

w e ob ta in som e m atrix inequalit ies w h ich im p rove som e recen t resu lts.
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