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一类超临界椭圆方程正解的存在性
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摘　要: 本文讨论了球上半线性椭圆D irich let 问题 ∃u+ Κuq+ up = 0正解的存在性,其

中, Κ∈R , 0〈q〈1, p〉p c≡
N + 2
N - 2

(N 〉2). 在条件N ≤6或N 〉6, p〈pN≡ (N + 1- 2N - 3) ö(N - 3

- 2N - 3)下, 证明了存在唯一的 Κ0, Κ0〉0,当 Κ= Κ0时,有唯一的径向奇异解及无穷多个正

解。
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1　引言及主要结果

考虑椭圆问题

(P)　

∃u + Κu
q

+ u
p

= 0,　x ∈ 8 ,

u〉0,　　　　　　　x ∈ 8 ,

u = 0,　　　　　　　x ∈ 58 ,

其中 8 是R
N (N 〉2)中具光滑边界 58 的有界域, Κ∈R 是参数, 0〈q〈1, p〉1. 最近, A. Am b ro set2

t i, H. B rezis及 G. Ceram i
[ 1 ]证明了,存在正常数 + ,当 Κ| [0, + )时,问题 (P)无解,而当 Κ∈ (0,

+ )时,至少有一极小解. 如果还有 p≤p c≡
N + 2
N - 2

,则至少还有一个解,其中 p c 是临界 Sobo lev

指数. 更早的时候,对 8 = B , B 是单位球的情况,此问题在[ 2, 3 ]已有讨论. C. Budd 和 J. N o r2
bu ry

[ 2 ]证明了若N = 3, q= 1, p〉5,则存在唯一的 Κ0, 0〈Κ0〈Κ1,使问题 (P )有唯一的径向奇异解

及无穷多个正解,其中 Κ1是一 ∃ 在球上具零边值的第一特征值, F. M erle和L. A. Pelet ier
[ 3 ]证

明了N 〉2, q= 1, p〉p c时,存在唯一的 Κ0, 0〈Κ0〈Κ1,使问题 (P)有唯一的径向奇异解,但没有得到

多解. 由余庆余和马天[ 4 ]得到的一个大范围分歧定理得知, (0, 0)是问题 (P)的唯一的正解分歧

点 (p≥p c) ,且由此发出的解分支 (Κ, u )在 R×C (B )中无界,利用这个结果,本文推广了[ 2, 3 ],

对0〈q〈1, N 〉2, p〉p c,得到了类似于[2 ]的结论.
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设 8 = B ,由[ 5 ],知问题 (P )的正解均是径向对称的. 令 u ( r) = Κ
1

p - q
uδ (s) , s= Λ

1
2

r, Λ=

Κ
p - 1
p - q ,则问题 (P)转化为如下的初值问题

uδss +
N - 1

s
uδs + uδq

+ uδp
= 0,　s〉0, (1. 1)

uδ (0) = Η,　uδs (0) = 0, (1. 2)

其中选取 Η使得 u (1) = 0. 由[ 4 ],知对任意的 Η, (1. 1) , (1. 2)均有解 uδ使得 u 是 (P )之解,且

u (1) = 0.

以下均设 p〉p c≡
N + 2
N - 2

(N 〉2).

记 Α=
2

p - 1
, k

p - 1
= Α(N - 2- Α) ;记M (s)是 (1. 1)的满足奇异初值条件 (1. 3)之解

s
Α
M (s) → K , s

Α+ 1
M s (s) →- ΑK ,当 s→ 0时. (1. 3)

　　本文的主要结果是

定理1. 1　设N ≤6或N 〉6, p〈p N≡
N + 1- 2N - 3

N - 3- 2N - 3
,定义 Ξθ2= p Α(N - 2- Α) -

1
4

(N -

2) 2
, Η3 (Σ) = Η0exp ( Α

Ξθ Σ) ,其中 Η0只与 p 有关,则对足够大的 Σ,有 uδ (s)满足 (1. 1) , (1. 2)并且

uδ (0) = Η= Η3 (Σ) [1 + O (Η3 (Σ)
- N - 2- 2Α

2Α m
) ]

Λ = Λc + E Η3 (Σ)
- N - 2- 2Α

2Α sinΣ[1 + O (Η3 (Σ)
- N - 2- 2Α

2Α m
) ].

其中m〉0, E 是与 p 有关的常数, Λc是M (s)的第一个零点,而 Λ是 uδ的第一个零点.

定理1. 2　对 n= 1, 2,⋯,存在Ηn→∞,对应的解列 uδn∈C
2 [0, Λc ],使得 uδn (0) = Ηn , uδn (Λc) =

0且 uδn (s)〉0对 s∈[0, Λc) ,并且∫
Λc

0
[

d
ds

(uδn (s) - M (s) ) ]
2
s

N - 1
ds→ 0 (n →∞) .

2　关于方程 Ξss+
N - 1

s
Ξs+ Ξp = 0

考察问题

Ξss +
N - 1

s
Ξs + Ξp

= 0, s〉0,

Ξ(0) = Η,　Ξs (0) = 0.

(2. 1)

记 (2. 1)之解为 Ξ(Η, s) ,众所周知, (2. 1)之解具有如下的群关系

Ξ(Η, s) = ΗΞ(1, Η
p - 1

2 s). (2. 2)

　　令 a= s
ΑΞ(1, s) , b= s

1+ ΑΞs (1, s) , s= e
t
. (2. 1)转化为

da
d t

= Αa + b,

db
d t

= (Α- 1) b - a
p
.

(2. 3)

由[2 ],容易证明
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引理2. 1　若 (a ( t) , b ( t) )是 (2. 3)的解轨道,则当 t趋于无穷时,有

a ( t) - K→0, b ( t) + ΑK→0.

令 Υ(s) = Ξ(1, s) - K s
- Α. 对 Υ有

引理2. 2　存在 s3 足够大,使当 s≥s3 时,有

Υ(n) (s) = [Cs
- N - 2

2 sin (Ξlns+ D ) ]
(n)

+ A n (s) s
- (n+ N - 2- Α)

,

其中A n (s)是有界连续函数, C ,D 均是常数.

证明　由 Ξ(1, s)满足 (2. 1)知

L Υ≡Υss+
N - 1

s
Υs+

p Α
s2 (N - 2- Α) Υ= Υ

2
f (Υ, s) s

- (p - 2) Α
, (2. 4)

其中- f (Υ, s) = Υ
2
s

(p - 2) Α[ (K s
- Α+ Υ) p - K

p
s

- p Α- p K
p - 1

s
- 2Υ]. 线性方程L Υ= 0有两个线性无关

的解 Υ1= s
- N - 2

2 sin (Ξθ lns) , Υ2= s
- N - 2

2 co s (Ξθ lns). 由常数变易法知 (2. 4)之解

　　Υ(s) = Cs
- N - 2

2 sin (Ξθ lns+ D ) + s
- N - 2

2∫
∞

s

t
N
2

Ξθ sin (Ξθ ln
t
s

) Υ
2
( t) t

- (p - 2) Α
f (Υ( t) , t) d t. (2. 5)

其中C ,D 是常数. 令 Ω(s) = s
N - 2

2 Υ(s) , g (Ω, s) = f (s
- N - 2

2 Ω, s). 则 Ω(s)满足

　　Υ(s) = N Ω(s)≡C sin (Ξθ lns+ D ) +∫
∞

s

t
2- N

2

Ξθ sin (Ξln
t
s

) Ω
2
(s) t

- (p - 2) Α
g (Ω(s) , t) d t. (2. 6)

以下证明,存在 s3 足够大,使N : B 3 →B 3 是压缩算子,其中

B 3 = {Ω∈C [s3 ,∞) ûúΩú≡ sup
s3〈s〈∞

ûΩ(s) û≤2C }.

设ûΩû〈2C ,则ûΥû〈2Cs
- N - 2

2 ,注意到 p〉p c 时, Α〈N - 2
2

,故当 s≥1时,有û Υû〈H s
- Α

,由此可知

û f (Ω, s) û及ûg (Ω, s) û有上界G (s≥1) ,且若 s〉1,还有

ûΩ
2
1g (Ω1, s) - Ω

2
2g (Ω2, s) û≤2Gõ2C ûΩ1- Ω2û.

对任意的 Ω1, Ω2∈B 3 成立,从而

û∫
∞

s

t
4- N

2

Ξθ sin (Ξθ ln
t
s

) Ω2
(s) t

- (p - 2) Α
g (Ω( t) , t) d tû

　≤ G
Ξθ úΩú 2∫

∞

s
t

4- N
2 - (p - 2) Α

d t =
G õ úΩú 2

[
N
2

- (1 + Α) ]Ξθ
s

1+ Α- N
2.

故当 s≥1时,由 Α〈N
2

- 1,及

ûN Ω1- N Ω2û≤B úΩ1- Ω2ús
1+ Α- N

2

知存在 s3 足够大,当 s〉s3 时N 是B 3 上的压缩算子. 定义 Ω0= C sin (Ξθ lns+ D ) , Ωn+ 1= N Ωn , n≥

0,由压缩原理知此迭代收敛到唯一的解 Ω(s)∈B 3 . 重复微分 (2. 5). 引理得证.

上引理中C ,D 由初始条件 Ξ(Η, 0) = Η, Ξs (Η, 0) = 0所确定,为了D 的唯一性,规定D∈ (0,

2Π].

当 s≥s3 Η
p - 1

2 时, Ξ(Η, s)的行为可由 Ξ(1, s)通过关系 (2. 2)推出,特别对大的Η,当 s〈1时,不

难得到
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引理2. 3　 (1) 当 sΗ
p - 1

2 →∞时, s
ΑΞ(Η, s) - K→0, s

1+ ΑΞs (Η, s) + ΑK→0;

(2)　对所有 s〉0,存在常数 P ,Q 与 Η无关,使得

0〈Ξ(Η, s)〈P s
- Α

, 0〈- Ξs (Η, s)〈Q s
- (1+ Α)

. (2. 7)

　　引理2. 4　对 sΗ
p - 1

2 ≥s3 . (2. 1)之解 Ξ(Η, s)满足

(1)　Ξ(Η, s) = K s
- Α

+ Cs
- N - 2

2 Η
1- N - 2

2Α sin (Ξθ ln (sΗ
p - 1

2 ) + D ) + B 0 (s) s
- (N - 2- Α) Η

2- N - 2
Α ,

5nΞ(Η, s)
5Ηn =

5n

5Ηn {Cs
- N - 2

2 Η
1- N - 2

2Α sin (Ξθ ln (sΗ
p - 1

2 ) + D ) }+ B n (s) s
- (N - 2- Α) Η

2- n- N - 2
Α ,

n= 1, 2;

(2)　Ξs (Η, s) = K s
- (1+ Α)

+ Cs
- N - 2

2 Η
1- N - 2

2Α sin (Ξθ ln (sΗ
p - 1

2 ) + D ) + C 0 (s) s
- (N - 1- Α) Η

2- N - 2
Α ,

5n

5Ηn Ξs (Η, s) =
5n+ 1

5Ηn5s
{Cs

- N - 2
2 Η

1- N - 2
2Α sin (Ξθ ln (sΗ

p - 1
2 ) + D ) }+ C n (s) s

- (N - 1- Α) Η
2- n- N - 2

Α ,

n= 1, 2.

其中B i (s) , C i (s) ( i= 0, 1, 2)当 sΗ
p - 1

2 ≥s3 时是 s的有界函数且其界与 Η无关.

3　uδ在原点附近的行为

在原点附近,将 uδ视为 Ξ(Η, s)的扰动,有

引理3. 1　定义 x (s) = uδ (s) - Ξ(Η, s). 则存在函数 Χ(M , s) = p [K + Ε(M ) ]
p - 1

+ s2,这

里 Ε(M ) 与 Η无关,且 lim
M →∞

Ε(M ) = 0,当 s
Α〈Η

- Χ
2+ Χ≡ Ηm - 1 时,有

ûx (s) û≤2exp ( pM 2

N - 2
) (sΗ

p - 1
2

M
) Χ

R s
2- Α,

其中R 是与M , Η无关的常数.

证明　 (1. 1) , (1. 2)及 (2. 1)之解也是V o lterra积分方程

uδ (s) = Η+ V (uδq
+ uδp ) (3. 1)

及

Ξ(s) = Η+ V (Ξp ) (3. 2)

的连续解,其中V 是V o lterra积分算子

V (f ) (s) =
1

N - 2∫
s

0
t
N - 1 ( 1

s
N - 2 -

1
t
N - 2 ) f ( t) d t.

对 x (s) = uδ (s) - Ξ(Η, s) ,有

L x ≡ [ I - V (1 + p Ξp - 1 (Η, s) ) ]x = V Ξ(Η, s) + V T (x ) , (3. 3)

其中 T (x ) = (Ξ+ x ) p
- Ξp

- p Ξp - 1
x + (Ξ+ x ) q

- (Ξ+ x ).

先证关于L 的下述引理,然后再完成引理3. 1的证明.

引理3. 2　L 有逆 # : C (0, s)→C (0, s). 进一步,有函数 Χ(M ) ,使得

(1)　当 s≤M Η
- p - 1

2 时, û# f (s) û≤exp ( pM 2

N - 2
) sup f ;
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(2)　当 s〉M Η
- p - 1

2 时, û# f (s) û≤exp ( pM 2

N - 2
) (sΗ

p - 1
2

M
) Χ

sup f .

证明　令

# ≡L
- 1 = I + Z + Z 2 + ⋯, (3. 4)

其中 Zf (s) = V (1+ p Ξp - 1 (Η, s) ) f (s). 注意到总有 Ξ(Η, s)〈Η(s〉0) ,同时存在与 Η无关的函数 Ε

(M ) , lim
M →∞

Ε(M ) = 0,使ûΞ(Η, s) û≤[K + Ε(M ) ]s
- Α(s〉M Η

- p - 1
2 ). 故

ûZ f (s) û ≤ p Ηp - 1

N - 2∫
M Η

- p - 1
2

0
û f ( t) ûd ( t2) +

Χ(M )
N - 2∫

s

M Η
- p - 1

2
û f ( t) ûd ( ln

tΗ
p - 1

2

M
) , (3. 5)

其中 Χ(M )由下列估计得到

s
2û1+ p Ξp - 1 (Η, s) û≤s

2+ p (K + Ε(M ) ) p - 1≡Χ(M ).

由 (3. 5) ,可得当 s≤M Η
- p - 1

2 时,

ûZ
n
f (s) û〈sup f (p Ηp - 1

s2

N - 2
) n 1

n!
. (3. 6)

当 s〉M Η
- p - 1

2 时,

ûZ nf (s) û〈sup f∑
n

m = 0

Βm

m !
∆n- m

(n - m ) !
, (3. 7)

其中 Β=
pM 2

N - 2
, ∆=

Χ(M )
N - 2 ln (sΗ

p - 1
2 ). 由 û# f (s) û ≤∑

∞

n= 0
ûZ nf (s) û 及û Z

n
f (s) û之界,引理3. 2得

证.

由 # 的性质,可将 (3. 3)写为

x = Y (x )≡#V Ξ(Η, s) + #V T (x ).

V 是核有界的V o lterra 积分算子, # 有界线性,故 Y 是映 C (0, s)到自身的紧算子,由 Ξ(Η, s)的

界,易得

ûV Ξ(Η, s) û ≤R s
2- Α

. (3. 8)

设 x 满足

ûx (s) û〈P s
- Α

, (3. 9)

易证

ûV T (x ) û ≤Q s
2- Α. (3. 10)

　　设 s
Α〈Ηm - 1. 令

B = {x∈C (0, s) : sup
0〈t〈s

ûx ( t) û≤2exp ( pM 2

N - 2
) (sΗ

p - 1
2

M
) Χ

R s
2- Α

}.

注意到B 中元素均满足 (3. 9). 从而易证 Y 映球B 到自身,由 Schauder不动点定理,知 Y 在B

中有不动点 x ,引理3. 1证毕.

由引理3. 1中给出的界,当 s
Αν Ηm - 1时,可将5uδ

5Η,
52

uδ
5Η2作为

5Ξ
5Η,

52Ξ
5Η2的扰动来研究,有

引理3. 3　设 s
Αν Ηm - 1

,有

(1)　û 5uδ
5Η-

5Ξ(Η, s)
5Η ûν s

- N - 2
2 Η

- N - 2
2Α ,
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(2)　û 5uδs

5Η-
5Ξs (Η, s)

5Η ûν s
- N

2 Η
- N - 2

2Α ,

(3)　û 52
uδ

5Η2 -
52Ξ(Η, s)

5Η2 ûν s
- N - 2

2 Η
- N - 2- 2Α

2Α ,

(4)　û 52
uδs

5Η2 -
52Ξs (Η, s)

5Η2 ûν s
- N

2 Η
- N - 2- 2Α

2Α .

证明　将 (3. 1) , (3. 2)对 Η微分,定义 y (s) =
5uδ
5Η-

5Ξ(Ηs)
5Η ,则 y 满足

Lδy≡[ I - V (quδq- 1
+ p uδp - 1) ]y = V [quδq- 1

+ p (uδp - 1
- Ξp - 1 (Η, s) ]

5Ξ(Η, s)
5Η . (3. 11)

由极值原理,若 uδ (s)〉0,则 uδ (s)〈Ξ(Η, s) ,故有关L
- 1的估计关于Lδ - 1也成立,记 #δ= Lδ - 1,有

y = #δV [quδq- 1 + p (uδp - 1 - Ξ(Η, s) p - 1) ]
5
5ΗΞ(Η, s). (3. 12)

将 (2. 2)对 Η微分,有

5
5ΗΞ(Η, s) = Ξ(1, sΗ

p - 1
2 ) +

p - 1
2

Η
p - 1

2 Ξs (1, sΗ
p - 1

2 ) ,

从而存在与 Η无关的常数 T ,使得

û 5
5ΗΞ(Η, s) û〈T Η- 1

s
- Α. (3. 13)

由引理2. 4,对所有 Ε〉0,存在N (Ε)与 Η无关,当 s〉N (Ε) Η
- p - 1

2 时,

û 5
5ΗΞ(Η, s) û〈(C + Ε) s

- N - 2
2 Η

- N - 2
2Α (p - 1

2
Ξθ +

N - 2
2Α - 1). (3. 14)

由引理3. 1,有

ûp (uδp - 1
- Ξ(Η, s) p - 1) û〈K 1s

2- Α
s

- (p - 2) Α(sΗ
p - 1

2 ) Χ
, (3. 15)

其中 K 1与 Η无关,将 (3. 14) , (3. 15)代入 (3. 12)可得 (1) ,将 (3. 12)对 s求导易得 (2) ,同理,由

对52Ξ(Η, s)
5Η2 的相应估计,可得 (3) , (4). □

4　离开原点时 uδ的行为

[ 3 ]的结果不难推广到0〈q〈1的情况. 故 (1. 1)有奇异解M (s)满足奇异初值条件 (1. 3). 在

上节讨论了当 s
Αν Ηm - 1时 uδ与Ξ(Η, s)之差异. 本节将在 s离开原点时讨论 uδ (s)与M (s)之差别.

令 y (s) = uδ (s) - M (s) ,则 y 满足

L�y≡y ss+
N - 1

s
y s+

p Α
s2 (N - 2- Α) y + N{ (s) y = y

2
Nδ (s) , (4. 1)

其中

N{ (s) = pM (s) p - 1
- p Α(N - 2- Α) s

2+ [ (y (s) + M (s) ) q
- M

q (s) ]öy ,

- Nδ (s) = [ (y (s) + M (s) ) p
- M

p (s) - pM
p - 1 (s) y ]öy

2
.

引理4. 1　设L
�Υ= 0的两个线性无关解为 Υi, i= 1, 2,则当 s→0时,有
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Υi (s) = s
- N - 2

2 co s
sin

(Ξθ lns) (1 + O (s2) ) ,

[Υi (s) ]s = [s
- N - 2

2 co s
sin

(Ξθ lns) ]s + O (s
2- N

2 ).

(4. 2)

　　证明　由L�Υ= L Υ+ N{ (s) Υ,记 Ω(s) = s
N - 2

2 Υ(s). 有

Ω(s) = A sin (Ξθ lns + B ) -∫
Λc

s

t
Ξθ sin (Ξθ ln

t
s

) Ω( t)N{ ( t) d t.

假设∫
Λc

0
sûΩ(s) ûds存在,上式可写为

L
≈

Ω≡ Ω(s) -∫
s

0

t
Ξθ sin (Ξθ ln

t
s

) Ω( t)N{ ( t) d t = C sin (Ξθ lns + D ). (4. 3)

注意到当 s〈
Λc

2
时, (y (s) + M (s) ) q- 1对任意的 y (s)有界. y≥0,故此时N{ (s)有界,从而可得L

≈

有

有界逆,故 s→0时, Ω(s) = C sin (Ξθ lns+ D ) (1+ O (s
2) ).

适当选取C ,D ,可得 Υi= s
- N - 2

2 co s
sin

(Ξθ lns) (1+ O (s
2) ). 微分 (4. 3)可得

[Υi (s) ]s= [s
-

N - 2
2 co s

sin
(Ξθ lns) ]s+ O (s

2-
N
2 ). □

本节的主要结果是

引理4. 2　设 a , b满足 a
2+ b

2= 1,对 s
Α〉Ε

2Α
N - 2- 2Α,方程 (4. 1)有解 y (s)满足

y (s) = Ε[aΥ1 (s) + bΥ2 (s) ]+ A (Ε, s) Ε2
s

2- N + Α,

y s (s) = Ε[aΥ1 (s) + bΥ2 (s) ]s+ B (Ε, s) Ε2
s

1- N + Α
.

(4. 4)

其中A (Ε, s) ,B (Ε, s)是其界只依赖于 p 的有界函数.

证明　令 x (s) = s
N - 2

2
y (s) , Ωi (s) = s

N - 2
2 Υi (s) , i= 1, 2,则

　x (s) = F x (s)≡Ε[aΩ1 (s) + bΩ2 (s) ]+∫
Λc

s

t
2- N

2

Ξθ sin (Ξθ ln
t
s

) (1+ O ( t
2) ) x

2 ( t)Nδ ( t) d t (4. 5)

由引理5. 1, Ω1, Ω2在 s= 0附近有界,从而它在0≤s≤Λc 上有上界N . 如果说 F 是B 上的压缩映

象, 其中B = {x∈C [s3 , Λc ]: sup
s3〈s〈Λc

û x (s) û〈3N Ε}, s
Α
3 〉K 2Ε

2Α
N - 2- 2Α. 事实上, 注意到ûN

δ ( t) û〈(1+ M

( t) ) p - 2且有常数D ,使得

∫
Λc

s
t
2- N

2 t
- (p - 2) Αd t≤D t

2- N
2 + Α

, (4. 6)

从而,若 s≥ s3 , ûx (s) û〈3N Ε, ûy (s) û〈3N Ε,则有

ûF x (s) û〈2N Ε+ A Ε2
s

2- N
2 + Α
及 ûF x (s) - F y (s) û〈sup ûx - y ûB Εs

2- N
2 + Α

3 .

A , B 与Ε无关. 选取 s
Α
3 〉C Ε

2Α
N - 2- 2Α及适当的C ,则F 是B 上的压缩映象,从而,若定义 x 0 = Ε[aΥ1

+ bΩ2 ], x n+ 1 = F (x n) , n ≥ 0 ,则{x n}收敛到B 中唯一的一点 x ,且

ûx - x 0û≤ûx 0- x 1û (1- B Εs
2- N

2 + Α

3 ) - 1
,

故 û x - x 0û≤A Ε2
s

2- N
2 + Α

(1- B Εs
2- N

2 + Α

3 ) - 1
. 从而 y (s)≡s

- N - 2
2

x (s) = Ε[aΥ1 (s) + bΥ2 (s) ]+ A (Ε, s)
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Ε2
s

2- N + Α
. 对 (4. 5)求导,可得 y s (s) = Ε[aΥ1 (s) + bΥ2 (s) ]s+ B (Ε, s) Ε2

s
1- N + Α

. □

推论4. 3　若 s〉s3 ,则对 b
a

= tgΥ,有

uδ (s) = M (s) + Εs
- N - 2

2 sin (Ξθ lns+ Υ) (1+ O (s
2) ) + A (Ε, s) Ε2

s
2- N + Α

.

推论4. 4　存在可微函数 f (s) ,它在 s= Λc 处有与 Ε无关的界, 使得 uδ (s) = Ε[aΥ1 (s) +

bΥ2 (s) ] + Ε2
f (s) + M (s) ,且 f (Λc) = f s (Λc) = 0.

5　s〉0时 uδ (s)的行为

在第二节当 s
Αµ Η- 1时给出了 Ξ(Η, s)的性质,第三节当 s

Αν Ηm - 1时描述了 uδ与 Ξ(Η, s)的关

系而在上节,当 s
Αµ Ε

2Α
N - 2- 2Α时讨论了 uδ作为M (s)的扰动. 在本节中,将选取足够大的 Η和足够

小的 Ε以保证 Ε
2Α

N - 2- 2Αν Ηm - 1
,然后决定 Η与 Ε以便得到 (1. 1)的一个解 uδ (s) , s〉0. 本节主要结果

是

引理5. 1　在定理1. 1的条件下, (1. 1)有一个C
2解 uδ (s). 满足

u (Λc) = Ε[aΥ1 (Λc) + bΥ2 (Λc) ], (5. 1)

并且

uδs (Λc) = Ε[aΥ1 (s) + bΥ2 (s) ]sû s= Λc
+ M c (Λc) , (5. 1)′

其中 Υ1, Υ2如引理4. 1所述.

定义　Η3 及 Ε3 满足

Ξθ

2
(p - 1) lnΗ3 + D = Υ= tg- 1 b

a
,

Ε3 = C Η
- N - 2- 2Α

2Α
3 ,

(5. 2)

其中C ,D 如引理2. 2所述,则对充分大的 Η3 ,

Η= Η3 (1 + O (Η
- N - 2- 2Α

2Α m

3 ) ) ,

Ε= Ε3 (1 + O (Η
- N - 2- 2Α

2Α m

3 ) ).

(5. 3)

　　证明　 uδ可这样构造:在内部区域 s
Α〈Ηm - 1 上,取 uδ = uδ1 满足 (1. 1) , (1. 2). 而在外部区域

s
Α〉Ε

2Α
N - 2- 2Α上. 令 uδ = uδ2 满足 (1. 1) 及 (5. 1) , (5. 1)′. 之后选取 Η及 Ε使对固定的 s = S , 满足

Ε
2Α

N - 2- 2Α ν s
Α ν Ηm - 1,可以使 uδ1 (s) = uδ2 (s) 且[uδ1 (s) - uδ2 (s) ]sû s= S = 0,这样 uδ是 (1. 1) 的满足

(1. 2) 及 (5. 1) , (5. 1)′的解. 如果说 Η及 Ε可通过 Η3 及 Ε3 的一个小扰动得到. 为此定义函数

F (Η, Ε) ,

F
T (Η, Ε) = (S

N - 2
2 (uδ1 (S ) - uδ2 (S ) ) , S

N
2 (uδ1 (s) - uδ2 (s) ) sû s= S ) ,

取 Η= Η3 , Ε= Ε3 ,由引理2. 2,引理3. 1及引理4. 3和有关M (s)的性质,对足够大的 Η3 和足够小

的 Ε3 ,有

ûS
- N - 2

2 F (Η3 , Ε3 ) û ≤ ûA ûΕ2
3 S

2- N + Α
+ 低阶项 (5. 4)
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及

5F (Η, Ε)
5(Η, Ε) =

C (p - 1
2

Ξθco sΡ-
N - 2- 2Α

2Α sinΡ) Η
- N - 2

2Α ,　sinΡ

C [ (N - 2
Α - 1) Ξθco sΡ+ (N - 2- 2Α

4Α (N - 2) -
p - 1

2
Ξθ2) sinΡ]Η

N - 2
2Α ,

　　　　　　　　　Ξθco sΡ+
2- N

2
sinΡ

+ 低阶项.

注意到û 5F (Η, Ε)
5(Η, Ε) û=

C
ΑΗ

- N - 2
2Α [Ξθ2- (N - 2- Α) sin2Ρ]+ 低阶项,其中 Ρ= Ξθ ln (sΗ

p - 1
2 ) + D . 在定理

1. 1的条件下,有û 5F (Η, Ε)
5(Η, Ε) û〉0. 令

　　　　　G (x , y ) = F (Η3 + Η
N - 2

2Α
3 x , Ε3 + y )

= F (Η3 , Ε3 ) +
5F (Η3 , Ε3 )
5(Η3 , Ε3 )

x

y
+ E (x

2Ε- 1
3 + y

2
S

- N - 2- 2Α
2 ) , (5. 6)

其中 E 是与 x , y , Η3 , Ε3 无关的量,写G (x , y ) = C + L
x

y
+ T (x , y ) ,则L 是可逆的线性算子,

定义 J : R
2→R

2, J (x , y ) = - (L
- 1

F (Η3 , Ε3 ) + L
- 1

T (x , y ) ). 选取适当的 Η3 ,则 J : B →B ,其中

B = { (x , y ) û (x
2+ y

2)
1
2≤

2ΑûA ûΕ2
3 S

- N - 2- 2Α
2

C [ (1+ Α) (N - 2- Α) -
1
4

(N - 2) 2
]
}.

由B rouw er不动点定理, J 在B 中有不动点 (x , y ) ,对它显然有G (x , y ) = 0且 (x
2+ y

2) 2≤A Ε2
3

S
- N - 2- 2Α

2 ,其中A 是与 Ε3 , Η3 , S 无关的常数. 取 S = Η
m - 1
3 ,可得 (5. 2). □

定理1. 1的证明　由推论4. 4,注意到 uδs (s)〈0,故当 Ε→0时, u (s)定有零点Λ= Λc- x ,于是0

= uδ (Λc- x ) = uδ (Λc) - uδs (Ν) x ,其中 Ν在 Λc 与 Λ之间. 从而 x =
uδ (Λc)
uδs (Ν) ,注意到当 Ε→0时, x→0,

故 Ν→Λc,于是M s (Ν) = M s (Λc) + O (Ε). 从而由 uδs (Ν) = Ε[aΥ1 (s) + bΥ2 (s) ]sû s= Ν+ Ε2
f s (Ν) + M s (Ν)

知

x = Ε[aΥ1 (Λc) + bΥ2 (Λc) ] (1+ O (Ε) ) öM s (Λc) ,

令 a= co sΥ, b= sinΥ,对恰当的 Υ3 及A ,有

x = ΕA sin (Υ+ Υ3 ) (1+ O (Ε) ).

定义 Σ= Υ+ Υ3 , E = CA , Η0= exp (-
Α
Ξ (D + Υ3 ) ). 其中C ,D 如引理2. 2所建,而

Η= Η3 (Σ) [1+ O (Η3 (Σ)
- N - 2- 2Α

2Α m
) ], Η3 (Σ) = Η0exp ( Α

Ξθ Σ)

Λ= Λc- E Η3 (Σ)
- N - 2- 2Α

2Α sinΣ[1+ O (Η3 (Σ)
- N - 2- 2Α

2Α m
) ],

下面只需证 Λ是 uδ的第一个零点. 由极值原理,M s (s)〈0, s∈ (0, Λc ]而当 s
Αµ Ε

2Α
N - 2- 2Α时, uδs- M s

= O (Ε). 从而对足够小的 Ε, uδs≠0,故在 Ε
2Α

N - 2- 2Α〈s
Α〈ΛΑ时, uδ≠0,即 Λ是 uδ的第一个零点. □

定理1. 2的证明　取 Σ= (k + n) Π, k 是足够大的正整数, n = 1, 2,⋯,则有一列 Ηn →∞,

uδn (0) = Ηn , uδn (s) 是 (1. 1) , (1. 2)之解,以下证明
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∫
Λc

0
[

d
ds

(uδn (s) - M (s) ) ]
2
s

N - 1ds→ 0　 (n →∞).

事实上,对 s≤S. 引理2. 4蕴含常数 P ,Q 与 Η无关,使

ûuδ′n (s) û〈P s
- (1+ Α)

, ûuδn (s) û〈Q s
- Α

.

同理,对M (s) ,也有常数 R , T 与 Η无关,使ûM s (s) û〈R s
- (1+ Α)

, ûM (s) û〈T s
- Α

. 故

∫
s

0
[

d
ds

(uδn (s) - M (s) ) ]
2
s

N - 1
ds〈C s

N - 1- 2Α
,

但 n→∞时, S→0. 故∫
s

0
[

d
ds

(uδn (s) - M (s) ) ]
2
s

n- 1ds→ 0 (n →∞) ,同理可证

∫
Λc

s
[

d
ds

(uδn (s) - M (s) ) ]
2
s

N - 1
ds→ 0　 (n →∞) ,

故∫
Λc

0
[

d
ds

(uδn (s) - M (s) ) ]
2
s

N - 1ds→ 0　 (n →∞). □
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On the Ex istence of Posit ive Solution s of Ell iptic Equation s
with Supercr it ica l Growth

Z hao P eihao
(D ep t. of Phy. and M ath. , L anzhou U niversity, 730000)

W ang D ong
(A ir Fo rce F ifth F ligh t A cadem y)

Abstract

T h is paper dea ls w ith the ex istence of the po sit ive so lu t ion s of the sem ilinear ellip t ic

D irich let p rob lem ∃u+ Κu
q
+ u

p
= 0 on a ball w here 0〈q〈1, p〉p c≡

N + 2
N - 2

(N 〉2) and Κ∈R. U n2

der the condit ion N〈6 o r N 〉6, p〈p N , w e p rove tha t there ex ists a un ique con stan t Κ0〉0, such

tha t fo r Κ= Κ0, there ex ists a un ique rad ia l singu lar so lu t ion and infin itely m any of so lu t ion s.

Keywords　sem ilinear ellip t ic equat ion s, b ifu rca t ion s, supercrit ica l Sobo lev exponen ts.
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