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摘　要　本文利用伪单调算子理论研究如下变分不等式问题: 求 x ∈M , 使得

〈A x , y - x〉+〈Gx , y - x 〉≥〈f , y - x〉, Π y∈M .

并将所得结果应用于拟线性椭圆型边值问题的求解.
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1　引　言

变分不等式理论日臻完善, 它的研究与能量泛函的凸性密切相关. 事实上, 变分不等式解

的存在性是基于单调方法. 本文的目的是研究非线性拟变分不等式.

假设 X 是可分自反Banach 空间, X ′是其对偶空间. 对偶积用〈õ,õ〉表示. X 和 X ′中范数

均用úõú表示. 这根据上下文将不致引起混淆. M 是X 中的一个任意非空闭凸子集. 设A 、G 是

M 到X ′的算子, f ∈X ′. 研究如下非线性拟变分不等式:

寻求 x ∈M , 使得

〈A x , y - x 〉+ 〈Gx , y - x 〉≥〈f , y - x 〉, Π y ∈M . (1)

　　如果 (1) 中A 是 H ilbert 空间 H 上的有界线性单调算子, G 是非线性单调映象且L ip s2
ch itz 连续, [ 2 ]利用Banach 压缩映象原理, 证明了问题 (1) 解的存在唯一性. 不同于[ 2 ]的证明

方法, 现利用伪单调算子理论推广[ 2 ]的结果. 考虑A 是Banach 空间的非线性单调算子, 而算

子G 的条件也将给予放宽. 并将所得结果应用于拟线性椭圆型偏微分算子的不等式.

如果对于任何 x n∈M , x n (强) →x , 可推出 T x n (弱) →T x , 则称算子 T : M →X ′是次连续

的. 假设

( i)　算子A , G:M →X ′次连续.

( ii)　强单调条件〈A x - A y , x - y 〉≥c1úx - y ú p
, Π x , y ∈M , 其中 c1, p 是正常数, 1< p <

+ ∞.

( iii)　存在正常数 c2, 使úA x ú≤c2 (úx ú p - 1+ 1) , Π x ∈M .

( iv)　存在正常数 c3, c4, Ε, 使得úGx ú≤c3 (úx ú p - 1+ 1) , Π x ∈M ;

〈Gx , x 〉≥- (c1- Ε) úx ú p - c4, Π x ∈M .
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(v)　对于Π x n∈M , x n (弱)→x , 有lim〈Gx n , x n- x 〉≥0.

2　变分不等式解的存在性与唯一性

首先, 给出

定义　算子 T :M →X ′称为伪单调的, 若它满足以下条件

(a)　T 有界, 即 T 把M 中的有界集变到 X ′中的有界集;

(b)　当 x n , x ∈M , x n (弱) →x 且 lim〈T x n , x n - x 〉≤0, 则有 lim〈T x n , x n - y 〉≥〈T x , x -

y〉, Π y∈X .

引理　设算子A , G 满足条件 ( i) - (v) , 那么A + G:M →X ′是伪单调算子. 如果M 无界,

则A + G 是强制的, 即存在 x 0∈M , 当 x ∈M , úx ú→+ ∞时, 有

〈(A + G ) x , x - x 0〉
úx ú →+ ∞. (2)

　　证明　首先证明伪单调性. 由假设 ( iii) , ( iv)知,A + G 是有界的. 设 x n∈M , x n (弱)→x 且

lim〈(A + G ) x n, x n - x 〉≤ 0, (3)

就有

x n (强) → x. (4)

要不然, 存在 ∆> 0和子序列{x nk
}Α {x n}, 使得

úx nk
- x ú ≥ ∆, 　Π nk. (5)

由上极限的定义, 可以选取子序列{x n′k }Α {x nk
}, 使

lim〈Gx nk
, x nk

- x 〉= lim〈Gx n′k , x n′k - x 〉. (6)

利用 (3)和 (6) , 有

　　lim〈A x n′k , x n′k - x 〉≤lim〈A x n′k , x n′k - x 〉+ lim〈Gx n′k , x n′k - x 〉

= lim〈A x n′k , x n′k - x 〉+ lim〈Gx n′k , x n′k - x 〉

= lim〈(A + G ) x n′k , x n′k - x 〉≤0.

又由 x n′k
(弱) →x , 可得lim〈A x n′k - A x , x n′k - x 〉≤0. 从算子A 的强单调性, 有 x n′k

(强) →x , 这与

(5)式矛盾, 故 (4)式成立. 根据假设 ( i) , 又有

(A + G ) x n (弱) → (A + G ) x. (7)

利用 (4)和 (7)式, 对任何 y ∈X , 有

　lim〈(A + G ) x n , x n- y〉= lim〈(A + G ) x n , x n- x 〉+〈(A + G ) x n , x - y〉]

=〈(A + G ) x , x - y〉.

这样就证明了A + G:M →X ′是伪单调算子.

往证强制性. 任取 x 0∈M , 对任何 x ∈M , 有

　〈(A + G ) x , x - x 0〉=〈A x , x - x 0〉+〈Gx , x - x 0〉

=〈A x - A x 0, x - x 0〉+〈A x 0, x - x 0〉+〈Gx , x 〉- 〈Gx , x 0〉

≥c1úx - x 0ú p
- úA x 0úúx - x 0ú

　- (c1- Ε) úx ú p - c4- c3 (úx ú p - 1+ 1) úx 0ú , (8)
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这里利用了假设 ( ii) - ( iv). 由 (8)式, 可以直接推出 (2)式. □

往下证明主要定理

定理1　在假设 ( i) - (v)下, 拟变分不等式 (1)至少存在一个解. 如果将假设 (v)换成

G:M →X ′单调,

而其它条件不变, 那么, 变分不等式 (1)存在唯一解, 且解连续依赖于 f ∈X ′.

证明　定理中第一部分结论由引理及文献[1 ]中第33页定理2推出.

下证第二部分结论. 显然, 算子G 的单调性可直接推出条件 (v). 故拟变分不等式 (1) 的解

存在. 设 x i 是 (1)的相应于 f i∈X ′( i= 1, 2)的解, 则有

〈A x 1, x 2- x 1〉+〈Gx 1, x 2- x 1〉≥〈f 1, x 2- x 1〉,

〈A x 2, x 1- x 2〉+〈Gx 2, x 1- x 2〉≥〈f 2, x 1- x 2〉.

两式相加得

〈A x 1- A x 2, x 1- x 2〉+〈Gx 1- Gx 2, x 1- x 2〉≤〈f 1- f 2, x 1- x 2〉.

由G 的单调性, 得

〈A x 1- A x 2, x 1- x 2〉≤〈f 1- f 2, x 1- x 2〉.

再利用A 的强单调性得

c1úx 1- x 2ú p≤ú f 1- f 2úúx 1- x 2ú.

因此, 立刻得到解的唯一性和解对 f 的连续依赖性. □

注　文献[ 2 ]的结果是定理1的一个特例. 事实上, 如果 a (u , v ) 是 H ilbert 空间 H 上的强

制连续双线性型, 由R iesz 定理, 存在有界线性算子A , 使得

a (u , v ) =〈A u , v〉, 　Π u , v∈H .

显然, 有界线性算子A 自然满足本文中假设条件 ( i) - ( iii). 而算子 G 的限制已本质上得到了

减弱.

3　应　用

本节利用前面所得结果, 研究非线性二阶椭圆型偏微分算子的不等式. 对于高阶情形可以

类似考虑.

记

〈A u , v〉= ∫8
a0 (x , u , u x ) vd x + ∑

n

i= 1∫8
a i (x , u , u x ) v x i

d x , (9)

〈Gu , v〉= ∫8
g (x , u , u x ) vd x , (10)

其中 u x≡ (u x 1 , ⋯, u x n
) , 8 是R

n 中有界区域且 58 ∈C
1
.

假设

(F 1)　函数 a i (x , Ν) = a i (x , Ν0, Ν1, ⋯, Νn) ( i= 0, 1, ⋯, n) , g (x , Ν) = g (x , Ν0, Ν1, ⋯, Νn) , x ∈

8 , Ν∈R
n+ 1

, 满足Cara theodo ry 条件, 即对固定的 Ν∈R
n+ 1

, 是 x 的可测函数; 而对几乎所有 x

∈8 , 是 Ν的连续函数.

(F 2)　存在正常数 c1, p , 且1< p < + ∞, 使得
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∑
n

i= 0

[a i (x , Ν) - a i (x , Ν′) ] (Νi - Ν′
i) ≥ c1ûΝ- Ν′û p ,

a. e. x ∈ 8 , Π Ν, Ν′∈R
n+ 1

.

　　 (F 3)　存在正常数 c2, k 1 (x )∈L
p′(8 ) , p ′=

p
p - 1

, 使得

ûa i (x , Ν) û≤c2ûΝû p - 1
+ k 1 (x ) ,

a. e. , x ∈8 , Π Ν∈R
n+ 1, i= 0, 1, ⋯, n.

(F 4)　存在正常数 c3, Ε, k 2 (x )∈L
p′(8 ) , Υ(x )∈L

1 (8 ) , 使得

ûg (x , Ν) û≤c3ûΝû p - 1
+ k 2 (x ) ,

g (x , Ν) Ν0≥- (c1- Ε) ûΝû p
- Υ(x ) ,

a. e. , x ∈8 , Π Ν= (Ν0, Ν1, ⋯, Νn)∈R
n+ 1

.

众所周知 (例如[3 ], [ 4 ]) , 如果条件 (F 1) - (F 4) 满足, 算子A , G 就定义了从W
1, p (8 ) 到它的对

偶空间的一个有界连续映象, 即条件 ( i)满足. 具体形式为

A u = - ∑
n

i= 1

5
5x i

a i (x , u , u x ) + a0 (x , u , u x ) ,

Gu = g (x , u , u x ) , 　Π u ∈W
1, p (8 ).

　　往下验证算子A , G 满足定理1的条件 ( ii) - (v). 而条件 ( ii) - ( iv) 可以从 (F 1) - (F 4) 直接

推出. 仅证明 (v) 成立. 任取 u n∈W
1, p (8 ) , un (弱) →u. 由紧嵌入定理 (参见 [ 5 ]) , 存在子序列

{u nk
}Α {u n}, 使得在L

p (8 )中

unk
(强)→u.

故由G 的有界性, 有

lim〈Gunk
, u nk

- u〉= lim∫8
g (x , unk

, (unk
) x ) (unk

- u ) d x = 0.

由此可得lim〈Gu n , un- u〉≥0, 即条件 (v)成立. 从而有

定理2　设M 是W
1, p (8 )中非空闭凸集, 且 a i ( i= 0, 1, ⋯, n ) , g 满足条件 (F 1) - (F 4) , 则

对任何 f ∈ (W
1, p (8 ) )′, 存在 u∈M , 使得

∑
n

i= 1∫8
a i (x , u , u x ) (v x i

- u x i
) d x + ∫8

a0 (x , u , u x ) (v - u ) d x

　 +∫8
g (x , u , u x ) (v - u ) d x ≥〈f , v - u〉, 　Π v ∈M .

特别地, 对任何 f ∈W
- 1, p′(8 ) , p′=

p
p - 1

, 非线性椭圆型方程

- ∑
n

i= 1

5
5x i

a i (x , u , u x ) + a0 (x , u , u x ) + g (x , u , u x ) = f , x ∈ 8 ,

u = 0, 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 x ∈ 58
存在广义解 u∈W

1, p
0 (8 ).
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A Class of Non l inear Quasi-Var ia tiona l Inequa l it ies

L iu Z henha i
(D ep t. of M ath. , Changsha U niveristy of E lectric Pow er, H unan 410077)

Abstract

In virtue of the theo ry of p seudom ono tone opera to rs, w e dea l w ith the fo llow ing non lin2
ear quasi2varia t iona l inequalit ies. F ind x ∈M , such tha t

〈A x , y - x 〉+ 〈Gx , y - x 〉≥〈f , y - x 〉, Π y ∈M .

A s app lica t ion s of the above theo rem , boundary value p rob lem s fo r quasi2linear ellip t ic equa2
t ion s have been so lved.

Keywords　varia t iona l inequalit ies, p seudom ono tone opera to rs, quasilinear equat ion s.
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