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素 环 的 对 称 双 导 与 交 换 性
Ξ

邓　　清
(西南师范大学数学系, 重庆630715)

摘　要　本文讨论当一个素环容许一个非零对称双导时, 其迹函数与此环的交换性

的关系, 得到了与[ 4, 5 ]类似的结果.
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对称双导 (Symm etric b i2deriva t ion)的概念由M ak sa 在文[1 ]中引入: R 为一结合环,D : R

×R →R 的映射, 若D (x , y ) = D (y , x ) 且D 对两个分量都是可加的, 即D (x + y , z ) = D (x , z )

+ D (y , z ) , 此外还满足D (xy , z ) = D (x , z ) y + xD (y , z ) , 称D 为 R 的一个对称双导. 令 d (x )

= D (x , x ) , 称 d 为D 的迹函数. 在研究环的交换性时, 对称双导的迹函数与导子有很多类似

的作用[ 2 ], [ 3 ].

引理1　R 是特征不为2和3的素环, D 为R 的对称双导. 若[x
2, d (x ) ]∈Z (R ) , Π x ∈R , 其

中 d 为D 的迹, 则[x
2, d (x ) ]= 0.

证明　令 t= t (x ) = [x
2, d (x ) ]∈Z (R ) , 用 x

2+ x 代条件式中的 x , 则
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2∈Z (R ).

用- x 代上式的 x , 然后与上式相加, 并利用[x
4, d (x

2) ]∈Z (R ) 及[x
2, d (x ) ]∈Z (R ) 可化简得

到

6[x 4, d (x ) ] + 6x 3d (x ) x - 6x d (x ) x 3 ∈ Z (R ) , (1)

但 [x
4, d (x ) ]= x

2 [x
2, d (x ) ]+ [x

2, d (x ) ]x
2= 2tx

2, 并且 x
3
d (x ) x - x d (x ) x

3= x [ x
2, d (x ) ]x

= t (x ) x
2, 故 (1)为18tx

2∈Z (R ) , 若 t≠0, 则 x
2∈Z (R ) , 从而[x

2, d (x ) ]= 0, 总之 t= 0.

引理2　R 是特征不为2, 3的素环, d 为 R 的非零对称双导D 的迹函数. 若[x
2, d (x ) ]= 0,

Π x ∈R , 则 R 无非零幂零元.

证明　若R 有非零幂零元, 必有0≠a∈R 使 a
2= 0.

易见, d (ra) = r
2
d (a) + 2rD (r, a) a , 且由D (r, a

2) = 0可得D (r, a) a= - aD (r, a).

用 ra 代[x
2, d (x ) ]= 0中的 x , 则Π r∈R 有

(ra) 2d (ra) = d (ra) (ra) 2. (2)
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( 2) 式右乘 a 有 (ra) 2
r

2
d (a) a= 0, 用 rd (a) 代 r 后可得, (rd (a) a) 2 (rd (a) ) 2

d (a) a= 0, 由[ 6 ]

知, d (a) d (a) a= 0. 但0= D (a , a
2) = ad (a) + d (a) a , 故 d (a) ad (a) = 0.

用 ra+ a 代[x
2, d (x ) ]= 0中的 x 有

　 (ra) 2
d (ra) + (ra) 2

d (a) + 2 (ra) 2
D (ra , a) + a rad (a) + a rad (ra) + 2a raD (ra , a)

　= d (ra) (ra) 2+ d (a) (ra) 2+ 2D (ra , a) (ra) 2+ d (a) a ra+ d (ra) a ra+ 2D (ra , a) a ra ,

用- r 代上式的 r 后与上式相加减并利用 (2)式, 分别有

　　　　　　 (ra) 2
d (a) + 2a raD (ra , a) = d (a) (ra) 2+ 2D (ra , a) a ra , (3)

　　2 (ra) 2
D (ra , a) + a rad (a) + a rad (ra) = 2D (ra , a) (ra) 2+ d (a) a ra+ d (ra) a ra , (4)

用2r 代 (4)中 r:

　　　16 ( ra) 2
D (ra , a) + 2a rad (a) + 8a rad (ra)

= 16D (ra , a) (ra) 2+ 2d (a) a ra+ 8d (ra) a ra , (5)

而 (4)式乘8减 (5)式得6a rad (a) = 6d (a) a ra , 故有 a rd d (a) = d (a) a ra , 用 d (a) r 代 r 利用d (a)

ad (a) = 0有 ad (a) rad (a) = 0, 从而 ad (a) = 0且 d (a) a= - ad (a) = 0. 由此, (3)式化为

2a raD (ra , a) = d (a) (ra) 2, (6)

但 aD (ra , a) = - D (ra , a) a= - rd (a) a- D (r, a) a
2= 0, 故 (6) 式化为 d (a) ( ra) 2= 0, 再由[ 6 ],

d (a) = 0.

用 x + a 代[x
2, d (x ) ]= 0中的 x 有

2[x 2,D (a , x ) ] + [ax + x a , d (x ) ] + [ax + x a ,D (x , a) ] = 0, (7)

用- x 代 x , 然后分别与 (7)式相加减得

[ax + x a ,D (x , a) ] = 0, (8)

2[x 2,D (a , x ) ] + [ax + x a , d (x ) ] = 0. (9)

将 (8)式右乘 a , 则

axD (x , a) a - D (x , a) ax a = 0, (10)

用 x + y 代 (8)中 x , 利用 (8)有

[ax + x a ,D (y , a) ] + [ay + y a ,D (x , a) ] = 0,

用 y a 代其中 y , 则[ax + x a ,D (a , y ) a ]+ [ay a ,D (x , a) ]= 0, 即

axD (a , y ) a+ x aD (a , y ) a- D (a , y ) ax a+ ay aD (x , a) - D (x , a) ay a= 0,

取 y = x , 注意到 x aD (a , x ) a= - xD (a , x ) a
2= 0及 axD (a , x ) a= - ax aD (a , x ) , 从而有2D (a ,

x ) ax a= 0, 故由 (10) ,

ax aD (a , x ) = D (a , x ) ax a= 0.

线性化D (a , x ) ax a= 0, 则

D (a , x ) ay a + D (a , y ) ax a = 0, (11)

(11)式右乘D (a , y ) , 得D (a , y ) ax aD (a , y ) = 0, 从而有 aD (a , y ) = 0, 特别

aD (a , xy ) = 0, axD (a , y ) = 0,

故D (a , y ) = 0, 由此, (9)式化为[ax + x a , d (x ) ]= 0, 用 x + y 代 x 有

　　[ax + x a , d (y ) ]+ 2[ay + y a ,D (x , y ) ]+ [ay + y a , d (x ) ]+ 2[ax + x a ,D (x , y ) ]= 0,

用- x 代 x , 然后与上式相加得

[ay + y a , d (x ) ] + 2[ax + x a ,D (x , y ) ] = 0,
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用 y a 代 y , [ay a , d (x ) ]+ 2 [ax + x a , D (x , y ) a ]= 0, 然后右乘 a 可得 ay ad (x ) a= 0, 故 ad

(x ) a= 0. 而 ad (x + y ) a= 0导出 aD (x , y ) a= 0, 即 aD (x a , y ) = 0, 用 y z 代 y 有 ayD (x a , z ) =

0, 故D (x a , z ) = 0, 再由D (xy a , z ) = 0有D (x , z ) y a= 0, 从而D (x , z ) = 0, Π x , z ∈R. 这与D

为非零对称双导矛盾, 故 R 无非零幂零元.

有了以上准备, 可得

定理1　R 是特征不为2, 3的素环, D 为 R 的一个非零对称双导, 若D 的迹 d 满足关系

[x
2, d (x ) ]∈Z (R ) , Π x ∈R , 则 R 可换.

证明　由引理1, x
2
d (x ) = d (x ) x

2, 用 x + x
2代 x , 因
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2) 2
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　d (x + x
2) (x + x

2) 2= 2D (x
2, x ) x

4+ 2d (x
2) x

3+ 2d (x ) x
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从而2x
3
d (x ) = 2d (x ) x

3= 2x
2
d (x ) x , 即 x

2 [x , d (x ) ]= 0, 但由引理2, R 无非零幂零元必无零

因子, 故[x , d (x ) ]= 0, 由[2, T heo rem 2 ], R 可换.

利用如下引理, 还可得到一个与[5 ]之结论平行的结果.

引理3　R 为素环, d 为 R 的对称双导D 的迹, 若 x d (x ) ±d (x ) x ∈Z (R ) , 则当 Z (R ) ≠

{0}时有 x d (x ) - d (x )∈Z (R ).

证明　若R 的特征为2, 结论显然. 下设R 的特征不为2, 令

A = {x ∈R ûx d (x ) + d (x ) x ∈Z (R ) }; 　B = {x ∈R ûx d (x ) - d (x ) x ∈Z (R ) }.

取0≠t∈Z (R ) , Π x ∈A , 下证 x ∈B .

若 x + t∈A , 则

(x + t) (d (x ) + 2D (x , t) ) + (d (x ) + d ( t) + 2D (x , t) ) (x + t)∈Z (R ).

因导子总是保持中心的, 且D (x , 3 ) 为 R 的导子, 故D (x , t) ∈Z (R ) , d ( t) = D ( t, t) ∈Z (R ) ,

进而有

2x (d ( t) + 2D (x , t) ) + 2td (x ) ∈ Z (R ) , (12)

(12)式与 x 交换相乘得到, 2t[x , d (x ) ]= 0, 从而有[x , d (x ) ]= 0, 即 x ∈B .

若 x + t∈B , 则 (x + t) d (x + t) - d (x + t) (x + t)∈Z (R ) , 即

x (d (x ) + d ( t) + 2D (x , t) ) - (d (x ) + d ( t) + 2D (x , t) ) x ∈Z (R ) ,

利用 d ( t) ,D (x , t)∈Z (R )有[x , d (x ) ]∈Z (R ) , 即 x ∈B .

因此, Π x ∈A 有 x ∈B , R = B .

定理2　若 R 是特征不为2, 3的素环, d 为 R 的非零对称双导 D 的迹, 则当 x d (x )

±d (x ) x ∈Z (R )时, R 可换.

证明　若 Z (R ) = {0}, 则 x d (x ) ±d (x ) x = 0, 从而有 x
2
d (x ) = d (x ) x

2, 由定理1, R 可换,

矛盾. 故 Z (R )≠0, 由引理3, [x , d (x ) ]∈Z (R ) , Π x ∈R , 再由文[2, T heo rem 2 ], R 可换.
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Symm etr ic B i-der ivation s and Comm utativ ity of Pr im e R ings

D eng Q ing
(D ep t. of M ath. , Southw est Ch ina N o rm al U niv. , Chongqing)

Abstract

L et R be a ring w ith cen ter Z (R ) . A m app ing D : R × R → R is ca lled a symm etric b i2
deriva t ion, ifD (x , y ) = D (y , x ) , D (x + y , z ) = D (x , z ) + D (y , z ) andD (x y , z ) = D (x , z ) y

+ xD (y , z ) fo r a ll x , y , z ∈R . W e show tha t a p rim e ring R w ith charR ≠ 2, 3, adm it t ing a

nonzero symm etric b i2deriva t ion D , is comm u ta t ive if either [x 2,D (x , x ) ] ∈ Z (R ) fo r a ll x

∈ R o r xD (x , x ) ±D (x , x ) x ∈ Z (R ) fo r a ll x ∈ R .

Keywords　p rim e ring, comm u ta t ivity, symm etric b i2deriva t ion.
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