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关 于 Gerber 不 等 式 的 一 个 猜 想
Ξ

冷　岗　松
(湖南教育学院数学系, 长沙410012)

摘　要　本文证明了陈计2单土尊关于 Gerber 不等式的一个猜想. 作为其应用, 导出了

单形内一点到顶点的距离与到面的距离的两个不等式.
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§1　引　言

设 Σ= {A 0,A 1, ⋯,A n} 是 n 维欧氏空间 E
n 中的 n 维单形 8 的顶点集, 8 的体积为V , P 是

8 内任一点, P 到 8 的 n - 1 维界面 8 i 的距离为 r i. Gerber 在[1 ] 中证明了如下的不等式

G n+ 1 (ri) ≤C nV
1
n , (1)

等号当且仅当 8 是正则单形且P 为其中心时成立. 这里G n+ 1 (r i) 是 r0, r1, ⋯, rn 的几何平均值,

C n =
(n! )

1
n

n
1
2 (n + 1)

n- 1
2n

V
1
n.

设 S
[k ]
n+ 1 (x i) 表示 n + 1 个正数 x 0, x 1, ⋯, x n 的 k 阶对称平均数. 注意到熟知的不等式

G n+ 1 (x i) = S
[n+ 1 ]
n+ 1 (x i) ≤ S

[n ]
n+ 1 (x i) ≤ S

[n- 1 ]
n+ 1 (x i) ≤⋯≤ S

[ 1 ]
n+ 1 (x i) = A n+ 1 (x i)

　　1992 年, 安振平猜测 (1) 能被加强为如下的形式:

S
[n- 1 ]
n+ 1 (ri) ≤C nV

1
n. (2)

　　随后, [ 5 ] 否定了 (2) , 再一次猜测 (1) 能被加强为

S
[n ]
n+ 1 (ri) ≤C nV

1
n. (3)

　　本文证明了不等式 (3) 是正确的, 从而彻底解决了陈计和单土尊的猜想.

定理 1　

S
[n ]
n+ 1 (ri) ≤

(n! )
1
n

(n + 1)
n- 1

2n n
1
2

õV
1
n , (4)

等号当且仅当 8 是正则的且 P 为其中心时成立.

应用定理 1, 能建立 E
n 中的两个非线性的 E rdoβs2M o rdell 型不等式, 即如下
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定理 2　 设 P 是 n 维单形 8 内任一点, 记R i = ûPA iû , 则

S
[ 1 ]
n+ 1 (R i)≥ n õ S

[n ]
n+ 1 (ri) ; (5)

S
[ 1 ]
n+ 1 (R i)S

[n ]
n+ 1 (R i)≥ n

2 (S
[n ]
n+ 1 (r i) )

2
, (6)

两式等号当且仅当 8 为正则单形且 P 是其中心时成立.

§2　引　理

设 8 的两个 n - 1 维界面 8 i, 8 j 所夹的内二面角为 Ηij (0 ≤ i < j ≤ n) , 令

M i =

1 - co sΗrs

1

ω
- co sΗsr 1

n

n

, 　0 ≤ r < s ≤ n , r, s ≠ i,

则 Ηi = arcsin detM i 叫做单形 8 在A i 处的顶点角[ 2 ]
.

引理 1
[ 2 ]　设 Ηi 是单形 8 在A i 处的顶点角,V i 是 8 i 的 n - 1 维体积 ( i = 0, 1, ⋯, n) , 则

sinΗi

V i
=

(nV ) n- 1

(n - 1) ! (∏
n

i= 0
V i)

. (7)

引理 2
[ 3 ]　设 Ηi ( i = 0, 1, ⋯, n) 是 n 维单形 8 的顶点角, Αi ( i = 0, 1, ⋯, n) 是 n + 1 个正

实数, 则

∑
n

i= 0
Αi sin

2Ηi ≤
1
n

n (∏
n

i= 0
Αi) (∑

n

i= 0

1
Αi

) n
, (8)

当 8 是正则单形且 Α0 = Α1 = ⋯ = Αn 时等号成立.

引理 3　 设 x i ( i = 0, 1, ⋯, n) 是 n + 1 个正实数, 则

V
n- 1∑

n

i= 0

(∏
j≠i

x j )V i ≤
(n - 1) !

(n + 1)
n- 1

2 n
3n- 2

2
(∑

n

i= 0

x i)
n (∏

n

i= 0

V i) , (9)

当 8 是正则单形且 x 0 = x 1 = ⋯ = x n 时等号成立.

证明　在不等式 (8) 中令 Αi = ∏
j≠i

x j , 则得

∑
n

i= 0

(∏
j≠i

x j ) sin
2Ηi ≤

1
n

(∑
n

i= 0
x i)

n
. (10)

应用Cauchy 不等式, 由 (10) 可得

∑
n

i= 0

(∏
j≠i

x j ) sinΗi ≤
(∑

n

i= 0
x i)

n
2 (∑

n

i= 0

(∏
j≠i

x j ) )
1
2

n
n
2

, (11)

再用 (7) 代入 (11) 的左边即得

V
n- 1∑

n

i= 0

(∏
j≠i

x j )V i ≤
(n - 1) ! (∑

n

i= 0
x i)

n
2 (∑

n

i= 0

(∏
j≠i

x j ) )
1
2

n
3n- 2

2
õ (∏

n

i= 0
V i). (12)
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再对 (12) 的右边应用不等式 S
[n ]
n+ 1 (x i) ≤ S

[ 1 ]
n+ 1 (x i) , 即得所证不等式 (9).

§3　 定理的证明

定理 1 的证明　在引理 3 的 (9) 中, 令 x i = riV i 可得

V
n- 1∑

n

i= 0

(∏
j≠i

rj ) ≤
(n - 1) ! (∑

n

i= 0
riV i)

n

(n + 1)
n- 1

2 n
3n- 2

2
, (13)

注意到明显的几何事实 nV = ∑
n

i= 0

r iV i, 将其代入 (13) 整理变形即得所需的不等式 (4) , 定理 1

证毕.

定理 2 的证明　过顶点A i 作以向量 ei = A iP öú A iP ú 为法向量的 (n - 1) 维超平面 E i ( i

= 0, 1, ⋯, n). 由于 e0, e1, ⋯, en 中的任 n 个线性无关, 对E 0, E 1, ⋯, E n 的线性方程用Gram er 法

则易知 E 0, E 1, ⋯, E n 中的任意 n 个超平面有唯一的公共点. 设 E 0, ⋯, E i- 1, E i+ 1, ⋯, E n 的公共

点为A ′
i, 则A ′

0,A ′
1, ⋯,A ′

n 生成一个新的单形 8 ′.

设 Η′
i 是单形8 ′在顶点A ′

i 处的顶点角, Η′
ij 是E i, E j 所成的内二面角, Αij 是向量 ei, ej 的夹角,

则 Η′
ij = Π- Αij , 于是

　　　　　　　　　　sin
2Η′

i = det

1 - co sΗ′
rs

1

ω
- co sΗ′

rs 1 r, s≠i

= det

1 - co sΑrs

1

ω
- co sΑrs 1 r, s≠i

(14)

设由顶点集{A 0, ⋯,A i- 1, P ,A i+ 1, ⋯,A n} 生成的单形 2 i 的体积为V ′
i, 则由 (14) 便得

V ′
i =

1
n!∏j≠i

ú PA iú õ det
1
2

1 - co sΑrs

1

ω
co sΑrs 1 r, s≠i

=
1

n!
(∏

j≠i

R j ) sinΗ′
i. (15)

注意到 8 = 2 0 ∪ 2 1 ∪⋯∪ 2 n , 有

V = ∑
n

i= 0
V ′

i =
1

n!∑
n

i= 0

(∏
j≠i

R j ) sinΗ′
i.

对上式右端用不等式 (11) 可得

V ≤
(∑

n

i= 0
R i)

n
2 (∑

n

i= 0

(∏
j≠i

R j ) )
1
2

n
n
2 õ n!

. (16)

这样, 综合不等式 (3) 和 (15) , 整理变形即得不等式 (6).
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再由对称平均数的基本性质, 以 (6) 易推知 (5) 成立, 定理 2 证毕.
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A Con jecture on Gerber′s Inequa l ity

L eng Gang song
(H unan Educational Institu te, Changsha 410012)

Abstract

In th is paper, w e so lve a con jectu re of Chen J i and Shan Zun, w h ich is an im p rovem en t

of Gerber′s inequality. A s app licia t ion s, tw o geom etric inequalit ies are derived.

Keywords　sim p lex, inequalit ies, d istance, vertex angle.
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